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Apresentação

A Revista Mathematica surgiu no final de 2019, com uma conversa informal entre alguns

professores do curso de Matemática da Unioeste. Desejávamos inicialmente abrir um espaço para

divulgação dos resultados obtidos em projetos de iniciação cient́ıfica, monografias de conclusão de

curso, dissertações de mestrado e pesquisas individuais de professores. Muitos destes trabalhos

produzem belos textos de matemática que acabam por serem conhecidos por um número reduzido

de pessoas. Surgiu então a ideia de criar uma revista que pudesse divulgar estes resultados na

forma de textos curtos, didáticos e com conteúdo matemático que pudesse interessar aos alunos

de graduação. Neste contexto, uma revista poderia também atrair a atenção de professores,

pesquisadores e acadêmicos de instituições de todo o páıs.

A nossa intenção era publicar o primeiro número no ano de 2020. Contudo o ano de 2020

iniciou e com ele a pandemia causada pelo Coronav́ırus. Assim como todas as demais atividades,

as atividades universitárias ficaram prejudicadas neste momento. As aulas foram suspensas e os

projetos de pesquisa e de iniciação cient́ıfica foram reestruturados. Não conseguimos no ano de

2020 divulgar a revista de forma satisfatória. Acreditamos ainda que mesmo chegando ao conhe-

cimento de alguns professores e acadêmicos a existência da revista, havia outras preocupações

maiores do que enviar um texto para uma revista nova e desconhecida.

Neste ano de 2022, a Revista Mathematica recebeu quatro textos que foram avaliados e

considerados aptos para publicação. Temos assim nosso primeiro volume. O conselho editorial

agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também à comissão cient́ıfica pelas contribuições

feitas durante o processo de avaliação e correção dos trabalhos.

O conselho editorial.

Cascavel, 22 de Dezembro de 2022.
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cial 21

Representação de rotações no espaço com quatérnios 37
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Soluções trigonométricas de equações polinomiais de grau 3

Sandro Marcos Guzzo - Universidade Estadual do Oeste do Paraná (Campus de Cascavel)
Sandra Maria Tieppo - Universidade Federal do Paraná (Setor Palotina)

(Recebido em 16/09/2022. Aceito em 25/11/2022. Publicado em 22/12/2022)

Resumo: No ińıcio do século XVI, alguns matemáticos, fizeram esforços para en-
contrar uma fórmula para a resolução de equações polinomiais de grau 3. A ideia era
obter uma fórmula que permitisse encontrar (pelo menos) uma raiz da equação mani-
pulando apenas os coeficientes da própria equação. O objetivo deste texto é mostrar
como podemos determinar (pelo menos) uma raiz de uma equação polinomial de
grau 3 usando expressões trigonométricas.

Palavras-chave: Soluções trigonométricas; Equações polinomiais.

1 Introdução

Desde a descoberta da fórmula que resolve a equação do 2◦ grau, os matemáticos

começaram a pensar em formas de resolver as equações de grau 3

ax3 + bx2 + cx+ d = 0, (1)

com a, b, c e d coeficientes reais (ou mesmo complexos) e a 6= 0.

No ińıcio do século XVI, matemáticos italianos, fizeram esforços para encontrar uma

fórmula para a resolução de certas equações do terceiro grau. Eles consideraram a equação de

grau 3 sem o termo quadrático,

x3 + px+ q = 0, (2)

e encontraram uma raiz da forma

x =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
,

que ficou conhecida como fórmula de Cardano. O leitor interessado nos detalhes de como esta

fórmula é obtida pode consultar Lima (2021).

Ludovico Ferrari, professor da Universidade de Bolonha e disćıpulo de Cardano, foi

quem desenvolveu um método que permite eliminar o termo quadrático da equação original (1)

transformando-a em uma equação sem o termo quadrático na forma (2). A técnica de Ferrari

consiste em aplicar a mudança de variáveis x = y − b
3a na equação (1), obtendo

a

(
y − b

3a

)3

+ b

(
y − b

3a

)2

+ c

(
y − b

3a

)
+ d = 0,

e portanto

ay3 +

(
c− b2

3a

)
y +

(
2b3

27a2
− bc

3a
+ d

)
= 0.
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Dividindo agora toda a equação por a 6= 0, e designando p = c
a−

b2

3a2
e q = 2b3

27a3
− bc

3a2
+ d
a ,

recaimos em uma equação de grau 3 sem o termo quadrático, na forma de (2) (na variável y). A

equação (2) é conhecida como equação reduzida da equação (1). Assim, se r é raiz da equação

(2), então x = r − b
3a é raiz de (1), desde que a, b, c, d, p e q satisfaçam as relações dadas.

Quando estudamos trigonometria, tanto a circular quanto a hiperbólica, nos deparamos

com algumas expressões trigonométricas que envolvem potências de grau 3 das funções trigo-

nométricas sem a presença de termos quadráticos. São as igualdades

4 cos3 u− 3 cosu− cos(3u) = 0, (3)

4 sen3 u− 3 senu+ sen(3u) = 0, (4)

4 cosh3 u− 3 coshu− cosh(3u) = 0, (5)

4 senh3 u+ 3 senhu− senh(3u) = 0, (6)

válidas para qualquer u ∈ R. Estas identidades são facilmente obtidas a partir das chamadas

fórmulas do arco triplo

cos(3u) = 4 cos3 u− 3 cosu,

sen(3u) = −4 sen3 u+ 3 senu,

cosh(3u) = 4 cosh3 u− 3 coshu,

senh(3u) = 4 senh3 u+ 3 senhu.

Para o leitor que deseja mais informações sobre trigonometria, em especial a trigonome-

tria hiperbólica, recomendamos Guzzo (2021).

O objetivo deste trabalho é partir da equação (2), e obter (pelo menos) uma raiz desta

equação, usando as expressões trigonométricas apresentadas. Com pelo menos uma raiz encon-

trada, podemos reduzir o grau do polinômio e usar a fórmula de Bháskara para determinar as

outras duas ráızes. Em resumo, o que pretendemos é obter (pelo menos) uma raiz da equação

x3 + px+ q = 0.

com p, q ∈ R−{0}. Estamos considerando p 6= 0 e q 6= 0 pois caso p = 0 ou q = 0, a obtenção de

uma raiz da equação não exigirá técnicas elaboradas. Se p = 0, a equação se reduz a x3 + q = 0

e x = 3
√
−q é uma raiz. Se q = 0 então a equação se reduz a x3 + px = 0 e x = 0 é uma raiz.

2 Discriminante de uma equação de grau 3

É conhecido que para uma equação de grau 2 na forma ax2 + bx+ c = 0 o discriminante

∆ = b2 − 4ac pode ser utilizado para decidir o comportamento das duas ráızes antes mesmo

de determinar estas ráızes. A análise da nulidade ou do sinal de ∆ nos indica a natureza das

ráızes. O objetivo desta seção é mostrar como esta ideia pode ser levada também para equações

polinomiais de grau 3 que são o alvo do nosso estudo.
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Consideremos uma equação polinomial geral de grau 3 na forma (1), isto é,

ax3 + bx2 + cx+ d = 0,

em que a, b, c, d ∈ R e a 6= 0. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, sabemos

que esta equação possui três ráızes, reais ou complexas, distintas ou não. Designemos estas

ráızes por r1, r2 e r3. Podemos fazer uma análise do comportamento destas ráızes analisando a

expressão

∆ = (r1 − r2)2(r1 − r3)2(r2 − r3)2, (7)

que é conhecida como discriminante da equação cúbica (1).

Observe que, de forma imediata, duas destas ráızes coincidem se e somente se ∆ = 0.

Vamos verificar que uma destas ráızes é um número complexo (não real), se e somente

se, ∆ < 0. Suponha então que uma destas ráızes é complexa não real. Como é de conhecimento

da teoria geral das equações polinomiais com coeficientes reais, obrigatoriamente o complexo

conjugado desta raiz é uma outra raiz da equação. Por este motivo, apenas duas destas ráızes

podem ser complexas não reais. Vamos supor então, sem perda de generalidade, que r1 ∈ R e

r3 = r2 /∈ R. Então

∆ = (r1 − r2)2(r1 − r3)2(r2 − r3)2

= (r1 − r2)2(r1 − r2)2(r2 − r2)2

= ((r1 − r2)(r1 − r2))2 (r2 − r2)2

=
(
r21 − r1r2 − r1r2 + r2r2)

)2
(2Im(r2)i)

2

=
(
r21 − r1(r2 + r2) + |r2|2

)2
(2Im(r2)i)

2

=
(
r21 − r12Re(r2) + |r2|2

)2
(2Im(r2)i)

2

=
(
r21 − r12Re(r2) + (Re(r2))

2 + (Im(r2))
2
)2

(2Im(r2)i)
2

=
(
(r1 −Re(r2))2 + (Im(r2))

2
)2

(2Im(r2)i)
2,

sendo que Re(r2) e Im(r2) referem-se respectivamente às partes real e imaginária do número

complexo r2.

Basta ver agora que Im(r2) 6= 0 pois r2 é um número complexo não real e desta forma

(r1 − Re(r2))
2 + Im(r2)

2 > 0 e (2Im(r2)i)
2 < 0 já que i2 = −1. Segue que se alguma das

ráızes da equação (1) for complexa, então ∆ < 0. Claramente o rećıproco é verdadeiro, isto é, se

∆ < 0 então obrigatoriamente algum dos fatores do produto é negativo. Mas como estes fatores

são quadrados, obrigatoriamente um deles é um número complexo (mais ainda, um imaginário

puro).

Por exclusão com os casos ∆ = 0 e ∆ < 0 temos então que as ráızes da equação (1) são

reais e distintas se e somente se ∆ > 0.

Esta análise do discriminante da equação é importante, mas o leitor deve ter percebido

que esta forma de apresentação do discriminante torna-o sem muita utilidade. Isto porque

para obter este discriminante precisamos conhecer explicitamente as três ráızes da equação e
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desta forma a análise do discriminante já seria desnecessária. Podemos reescrever a expressão

do discriminante em termos dos coeficientes a, b, c e d da equação. Isto permitiria conhecer

o comportamento das ráızes antes de determiná-las. Para esta tarefa usamos as Relações de

Girard, que estabelecem uma relação entre os coeficientes a, b, c e d e as ráızes r1, r2, e r3 da

equação. Para a equação de grau 3 tais relações são dadas por

r1 + r2 + r3 = − b
a

r1r2 + r1r3 + r2r3 =
c

a

r1r2r3 = −d
a
.

Desta forma, temos que

∆ = ((r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r3))2

=
(
r21r2 − r1r22 + r22r3 − r21r3 + r1r

2
3 − r2r23

)2
= (r41r

2
2 + r21r

4
2 + r42r

2
3 + r41r

2
3 + r21r

4
3 + r22r

4
3)− 6(r1r2r3)

2

+ 2(r21r
3
2r3 + r31r2r

2
3 + r31r

2
2r3 + r1r

3
2r

2
3 + r1r

2
2r

3
3 + r21r2r

3
3)

− 2(r41r2r3 + r1r
4
2r3 + r1r2r

4
3)− 2(r31r

3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3). (8)

Mas notemos que

(r1 + r2 + r3)(r1r2 + r1r3 + r2r3)

= (r21r2 + r1r
2
2 + r21r3 + r1r

2
3 + r22r3 + r2r

2
3) + 3(r1r2r3)

donde podemos escrever

(r21r2 + r1r
2
2 + r21r3 + r1r

2
3 + r22r3 + r2r

2
3) = 3

d

a
− b

a

c

a
=

3ad− bc
a2

. (9)

Elevando ao quadrado os dois membros da identidade (9) podemos também obter(
3ad− bc

a2

)2

= (r21r2 + r1r
2
2 + r21r3 + r1r

2
3 + r22r3 + r2r

2
3)2

= (r41r
2
2 + r21r

4
2 + r42r

2
3 + r41r

2
3 + r21r

4
3 + r22r

4
3) + 6(r1r2r3)

2

+ 2(r31r2r
2
3 + r31r

2
2r3 + r21r

3
2r3 + r1r

3
2r

2
3 + r21r2r

3
3 + r1r

2
2r

3
3)

+ 2(r41r2r3 + r1r
4
2r3 + r1r2r

4
3) + 2(r31r

3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3).

Desta última igualdade obtemos portanto

(r41r
2
2 + r21r

4
2 + r42r

2
3 + r41r

2
3 + r21r

4
3 + r22r

4
3)

+ 2(r31r2r
2
3 + r31r

2
2r3 + r21r

3
2r3 + r1r

3
2r

2
3 + r21r2r

3
3 + r1r

2
2r

3
3)

=

(
3ad− bc

a2

)2

− 6(r1r2r3)
2 − 2(r41r2r3 + r1r

4
2r3 + r1r2r

4
3)− 2(r31r

3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3). (10)
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Substituindo (10) em (8) obtemos

∆ =

(
3ad− bc

a2

)2

− 12(r1r2r3)
2 − 4(r41r2r3 + r1r

4
2r3 + r1r2r

4
3)− 4(r31r

3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3). (11)

Para a penúltima parcela da igualdade (11) usamos

(r1 + r2 + r3)
3 = (r31 + r32 + r33) + 3(r21r2 + r1r

2
2 + r21r3 + r1r

2
3 + r22r3 + r2r

2
3) + 6r1r2r3,

para escrever

(r41r2r3 + r1r
4
2r3 + r1r2r

4
3)

= r1r2r3(r
3
1 + r32 + r33)

= r1r2r3
(
(r1 + r2 + r3)

3 − 3(r21r2 + r1r
2
2 + r21r3 + r1r

3
3 + r22r3 + r2r

2
3)− 6r1r2r3

)
e usando (9) conseguimos

(r41r2r3 + r1r
4
2r3 + r1r2r

4
3) = −d

a

(
− b

3

a3
− 3

3ad− bc
a2

+ 6
d

a

)
=
b3d+ 3a2d2 − 3abcd

a4
. (12)

Já para a última parcela da igualdade (11) podemos escrever

(r1r2 + r1r3 + r2r3)
3 = r31r

3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3 + 6r21r

2
2r

2
3

+ 3(r21r
3
2r3 + r31r

2
2r3 + r1r

3
2r

2
3 + r1r

2
2r

3
3 + r31r2r

2
3 + r21r2r

3
3)

= (r31r
3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3) + 6(r1r2r3)

2

+ 3(r1r2r3)(r1r
2
2 + r21r2 + r22r3 + r2r

2
3 + r21r3 + r1r

2
3),

e usando (9) obtemos

(r31r
3
2 + r31r

3
3 + r32r

3
3) = (r1r2 + r1r3 + r2r3)

3 − 6(r1r2r3)
2

− 3(r21r
3
2r3 + r31r

2
2r3 + r1r

3
2r

2
3 + r1r

2
2r

3
3 + r31r2r

2
3 + r21r2r

3
3)

=
c3

a3
− 6

d2

a2
+

3d

a

3ad− bc
a2

=
c3 + 3ad2 − 3bcd

a3
. (13)

Finalmente juntando as estimativas (12) e (13) em (11) obtemos

∆ =

(
3ad− bc

a2

)2

− 12
d2

a2
− 4

b3d+ 3a2d2 − 3abcd

a4
− 4

c3 + 3ad2 − 3bcd

a3

=
9a2d2 − 6adbc+ b2c2

a4
− 12d2

a2
+

12abcd− 4b3d− 12a2d2

a4
+

12bcd− 4c3 − 12ad2

a3

=
9a2d2 − 6adbc+ b2c2 − 12d2a2 + 12abcd− 4b3d− 12a2d2 + 12abcd− 4ac3 − 12a2d2

a4

=
b2c2 − 4ac3 − 4b3d− 27a2d2 + 18abcd

a4
.

Já que a análise de sinal, bem como a nulidade de ∆, fica a cargo do numerador da

fração, é comum apresentar o discriminante já na forma que interessa

∆ = b2c2 − 4ac3 − 4b3d− 27a2d2 + 18abcd.
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Lembremos que o objetivo deste trabalho é obter (pelo menos) uma raiz da equação do

terceiro grau reduzida na forma x3 +px+q = 0, com p 6= 0 e q 6= 0. Desta forma o discriminante

desta equação é ∆ = −4p3 − 27q2, e conforme os resultados desta seção, temos os seguintes

casos:

i) ∆ = −4p3 − 27q2 > 0, se e somente se, as três ráızes da equação são reais e distintas;

ii) ∆ = −4p3 − 27q2 = 0, se e somente se, a equação possui ráızes repetidas. Neste caso,

obrigatoriamente as ráızes são reais, sendo pelo menos uma delas com multiplicidade;

iii) ∆ = −4p3 − 27q2 < 0, se e somente se, a equação possui uma raiz real e duas ráızes

complexas conjugadas.

3 Ráızes trigonométricas

Estamos agora prontos para o objetivo principal deste trabalho, a obtenção de soluções

da equação polinomial de grau 3, usando expressões trigonométricas. Dividiremos o estudo nos

casos ∆ > 0, ∆ = 0 e ∆ < 0.

Primeiro caso: (Três ráızes reais e distintas) Vamos agora encontrar uma solução (raiz)

da equação x3 + px+ q = 0, com p 6= 0 e q 6= 0, para o caso ∆ = −4p3 − 27q2 > 0. Neste caso,

como visto anteriormente, sabemos que a equação cúbica possuirá 3 ráızes reais e distintas. Mas

notemos ainda que ∆ = −4p3 − 27q2 > 0 exigirá −4p3 > 27q2 e portanto p < 0.

Supondo então ∆ = −4p3 − 27q2 > 0 (consequentemente p < 0) e q 6= 0, começamos

fazendo a substituição x = 2
√
−p
3 cosu na equação (2), e com isso obtemos

−8p

3

√
−p
3

cos3 u+ 2p

√
−p
3

cosu+ q = 0,

e reorganizando os termos

−2p

3

√
−p
3

(
4 cos3 u− 3 cosu− 3q

2p

√
3

−p

)
= 0.

Como p 6= 0 então resta que

4 cos3 u− 3 cosu− 3q

2p

√
3

−p
= 0

e comparando esta equação com (3), vemos que esta equação torna-se verdadeira para todos os

valores de u que satisfazem cos(3u) = 3q
2p

√
3
−p .

Observe que como −4p3 − 27q2 > 0, então 27q2 < −4p3, donde 9q2 < 4p2−p3 , e também

3|q| < 2|p|
√
−p
3 . Isto garante que

∣∣∣ 3q2p√ 3
−p

∣∣∣ < 1 e nos possibilita determinar o valor procurado

para u.
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Nestes termos, queremos encontrar u de forma que cos(3u) = 3q
2p

√
3
−p , e então, temos

que

3u = cos−1
(

3q

2p

√
3

−p

)
+ 2kπ, para k ∈ Z,

ou ainda

u =
1

3
cos−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3
, para k ∈ Z.

Voltando com este u em x = 2
√
−p
3 cosu, obtemos

x = 2

√
−p
3

cos

(
1

3
cos−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
, para k ∈ Z.

Notemos ainda que não há a necessidade de que k assuma todos os valores inteiros. Basta

tomar k ∈ {0, 1, 2} pois todos os demais valores de k inteiros ocasionarão a repetição do valor

obtido com algum destes 3 valores de k. Segue que

x = 2

√
−p
3

cos

(
1

3
cos−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2}, (14)

são as 3 ráızes (reais e distintas) procuradas da equação x3 + px + q = 0, quando ∆ = −4p3 −
27q2 > 0.

O leitor atento dirá que para este mesmo caso, também podeŕıamos considerar no ińıcio

do processo a substituição x = 2
√
−p
3 senu. De fato, esta substituição traria

−2p

3

√
−p
3

(
4 sen3 u− 3 senu− 3q

2p

√
3

−p

)
= 0.

e consequentemente

4 sen3 u− 3 senu− 3q

2p

√
3

−p
= 0.

Comparando agora esta equação com (4), ela torna-se verdadeira para todo u ∈ R que

satisfaz sen(3u) = − 3q
2p

√
3
−p . Novamente precisamos da condição

∣∣∣ 3q2p√ 3
−p

∣∣∣ < 1 e como visto

anteriormente, isto fica garantido da condição −4p3 − 27q2 > 0. Assim queremos determinar u

de forma que sen(3u) = − 3q
2p

√
3
−p , o que nos trará de forma equivalente ao anterior

u =
1

3
sen−1

(
−3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3
, para k ∈ Z.

e

x = 2

√
−p
3

sen

(
1

3
sen−1

(
−3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2}. (15)

Não é dif́ıcil provar que os valores de x obtidos pelas expressões (14) e (15) coincidem, em

virtude das identidades trigonométricas cos(π2 − u) = senu, sen−1(−u) = − sen−1 u e cos−1 u =
π
2 − sen−1 u, válidas para todo u ∈ R. Assim,

cos

(
1

3
cos−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
= cos

(
1

3

π

2
− 1

3
sen−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
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= cos

(
−1

3

π

2
+

1

3
sen−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
− 2kπ

3

)
= cos

(
π

2
− 4

3

π

2
+

1

3
sen−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
− 2kπ

3

)
= cos

(
π

2
− 2π

3
+

1

3
sen−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
− 2kπ

3

)
= cos

(
π

2
+

1

3
sen−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
− 2(k + 1)π

3

)
= cos

(
π

2
− 1

3
sen−1

(
−3q

2p

√
3

−p

)
− 2(k + 1)π

3

)
= sen

(
1

3
sen−1

(
−3q

2p

√
3

−p

)
+

2(k + 1)π

3

)
.

Mas lembremos que k ∈ {0, 1, 2} e portanto (k+ 1) ∈ {1, 2, 3} e como o caso (k+ 1) = 3

coincide com o caso k + 1 = 0 podemos claramente reorganizar (k + 1) ∈ {0, 1, 2} e não faz

diferença escrever k + 1 ou k.

Portanto as ráızes de x3 + px+ q = 0, quando −4p3 − 27q2 > 0, são

x = 2

√
−p
3

cos

(
1

3
cos−1

(
3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2}

= 2

√
−p
3

sen

(
1

3
sen−1

(
−3q

2p

√
3

−p

)
+

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2}.

Segundo caso: (Três ráızes reais com multiplicidade) Não trataremos extensivamente

este caso, pois o caso anterior pode ser adaptado para contemplar também o caso em que a

equação (2) admite ráızes reais com multiplicidade.

Olharemos rapidamente para o caso anterior considerando que ∆ = −4p3 − 27q2 = 0, e

portanto −4p3 = 27q2.

Se p = q = 0, então não há o que analisar pois neste caso a equação reduzida x3+px+q =

0 fica x3 = 0 e a ráız r = 0 é a única raiz com multiplicidade 3.

Vamos então supor p e q não nulos satisfazendo −4p3−27q2 = 0 e portanto −4p3 = 27q2

o que obriga também p < 0. Neste caso temos que 27q2

−4p3 = 1, e portanto
∣∣∣ 3q2p√ 3

−p

∣∣∣ = 1.

A substituição x = 2
√
−p
3 cosu ainda pode ser feita na equação (2), e nos conduz a

4 cos3 u− 3 cosu− 3q

2p

√
3

−p
= 0

e da comparação com a identidade (3), obtemos cos(3u) = 3q
2p

√
3
−p = ±1.

Levando em conta que p < 0, se q < 0, então teremos cos(3u) = 1 portanto 3u = 0 + 2kπ

com k ∈ Z. Por outro lado, se q > 0 então teremos cos(3u) = −1 e 3u = π + 2kπ com k ∈ Z.

Lembremos que basta considerar em ambos os casos k ∈ {0, 1, 2}.
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Sendo assim, as ráızes da equação reduzida serão dadas por

x = 2

√
−p
3

cos

(
θ0 +

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2}

sendo que θ0 = 0 quando q < 0 e θ0 = π
3 quando q > 0. Podemos observar que quando q < 0

(ou quando θ0 = 0) duas ráızes coincidirão para k = 1 e k = 2 já que cos(2π3 ) = cos(4π3 ).

Também quando q > 0 (ou quando θ0 = π
3 ) duas ráızes coincidirão para k = 0 e k = 2, já que,

cos(π3 ) = cos(5π3 ).

De forma análoga, a substituição x = 2
√
−p
3 senu traz

4 sen3 u− 3 senu− 3q

2p

√
3

−p
= 0,

e pela comparação com a identidade (4), obtemos sen(3u) = − 3q
2p

√
3
−p = ±1.

O sinal de q novamente nos dirá o caminho a tomar. Se q < 0, então teremos sen(3u) =

−1 e assim 3u = 3π
2 +2kπ para k ∈ Z. Se q > 0, então teremos sen(3u) = 1 e assim 3u = π

2 +2kπ

para k ∈ Z.

Sabemos que basta considerar k ∈ {0, 1, 2} e desta forma, as ráızes da equação reduzida

podem também ser dadas por

x = 2

√
−p
3

sen

(
θ0 +

2kπ

3

)
, para k ∈ {0, 1, 2},

sendo que θ0 = π
2 se q < 0 e θ0 = π

6 se q > 0. Naturalmente quando q < 0, duas ráızes coindirão

quando k = 1 e k = 2 já que sen(7π6 ) = sen(11π6 ). Também quando q > 0 duas ráızes coincidirão

quando k = 0 e k = 1 já que sen(π6 ) = sen(5π6 ).

Terceiro caso: (Uma única raiz real) Para este caso queremos obter (pelo menos) uma

solução da equação (2), com p 6= 0 e q 6= 0, considerando −4p3 − 27q2 < 0.

Neste caso teremos então que −4p3 < 27q2. Note que se p > 0 então esta condição

sempre será cumprida, Mas podemos ainda ter valores de p < 0 satisfazendo −4p3 < 27q2. Por

isso, vamos separar os casos em que p > 0 e p < 0. Como q está elevado ao quadrado, não

conseguimos estimar se q > 0 ou se q < 0, e por isso, vamos utilizar |q| nos cálculos.

Vamos considerar primeiro o caso um pouco mais restritivo, isto é, o caso em que ∆ =

−4p3 − 27q2 < 0 com p < 0 e q 6= 0. Fazemos a substituição x = −2 q
|q|

√
−p
3 coshu, e obtemos

q2

|q|2
8p

3

q

|q|

√
−p
3

cosh3 u− 2p
q

|q|

√
−p
3

coshu+ q = 0.

Agora como q2

|q|2 = 1 qualquer que seja o valor de q 6= 0, então reorganizando os termos

obtemos
2p

3

q

|q|

√
−p
3

(
4 cosh3 u− 3 coshu+

3|q|
2p

√
3

−p

)
= 0.
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Novamente, como p 6= 0 então

4 cosh3 u− 3 coshu+
3|q|
2p

√
3

−p
= 0

e comparando esta equação agora com a identidade (5), vemos que ela torna-se verdadeira se

cosh(3u) = −3|q|
2p

√
3
−p .

Notemos agora que como estamos considerando agora o caso −4p3 − 27q2 < 0, isto é

−4p3 < 27q2, e como com p < 0, então 27q2

−4p3 > 1. Segue que −3|q|
2p

√
3
−p > 1 e portanto é posśıvel

determinar o valor procurado de u.

Nestes termos temos que

3u = cosh−1
(
−3|q|

2p

√
3

−p

)
,

ou ainda

u =
1

3
cosh−1

(
−3|q|

2p

√
3

−p

)
.

Voltando com este u em x = 2
√
−p
3 coshu, obtemos

x = 2

√
−p
3

cosh

(
1

3
cosh−1

(
−3|q|

2p

√
3

−p

))
,

sendo esta a única raiz real da equação (2) quando −4p3 − 27q2 < 0 com p < 0.

Resta agora considerar a equação x3 + px + q = 0 com ∆ = −4p3 − 27q2 < 0 para o

caso p > 0. Na verdade, basta considerar que p > 0 e a desigualdade −4p3 < 27q2 ocorrerá

obrigatoriamente, garantindo que ∆ = −4p3 − 27q2 < 0. Isto ainda significa que a equação

cúbica possui apenas uma raiz real.

Considerando então a equação cúbica x3 + px + q = 0 com p > 0 e q 6= 0, usamos a

substituição x = −2
√

p
3 senhu, e obtemos a equação

−8p

3

√
p

3
senh3 u− 2p

√
p

3
senhu+ q = 0,

que após reorganização dos termos nos conduz a

2p

3

√
p

3

(
4 senh3 u+ 3 senhu− 3q

2p

√
3

p

)
= 0.

Novamente, como p 6= 0 então

4 senh3 u+ 3 senhu− 3q

2p

√
3

p
= 0

e comparando com a identidade (6), queremos encontrar u de forma que senh(3u) = 3q
2p

√
3
p .

Levando em conta a bijetividade da função seno hiperbólico de R em R, temos que

3u = senh−1
(

3q

2p

√
3

p

)
,
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donde

u =
1

3
senh−1

(
3q

2p

√
3

p

)
.

Voltando para a variável original x, levamos este u em x = 2
√

p
3 senhu, e obtemos

x = −2

√
p

3
senh

(
1

3
senh−1

(
3q

2p

√
3

p

))
,

sendo esta a única raiz real da equação (2) quando −4p3 − 27q2 < 0 com p > 0.

4 Conclusões

Obtivemos neste trabalho soluções de equações polinomiais de grau 3, usando expressões

trigonométricas. O objetivo dos autores não é o de tomar para si o crédito destas expressões que

já estão divulgadas em textos matemáticos. O objetivo dos autores é o de dar uma demonstração

para estas expressões.

É também conhecido que existe um desinteresse cada vez maior pela trigonometria e

pelas funções trigonométricas por parte dos alunos de ensino médio e superior. Acreditamos que

quanto mais pudermos falar a respeito das funções trigonométricas e mostrar suas relações com

outros ramos da matemática, podemos despertar a curiosidade ou o interesse do aluno por esta

classe de funções.
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Resumo: Este trabalho teve por intuito apresentar o algoritmo PQS para então
mostrar, matematicamente, sua eficiência em resolver problemas de programação
quadrática com restrições de igualdade em apenas uma iteração. Para tanto, foram
enunciados alguns conceitos básicos da otimização restrita, bem como os conceitos
mı́nimos associados ao método sequencial. Por fim, o algoritmo PQS foi implemen-
tado em linguagem Python, e três exemplos numéricos que mostram a capacidade
de resolver problemas envolvendo restrições de igualdade com baixo custo temporal
foram apresentados.

Palavras-chave: Otimização Quadrática Restrita, PQS, Python.

1 Introdução

De modo geral, o campo da Otimização consiste em

Otimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω ⊂ Rn
(1)

sendo que f é denominada função objetivo e Ω representa, no caso da otimização restrita, um

conjunto de restrições (outras funções) que podem ser de igualdade ou desigualdade, ou ainda,

simplesmente representam uma restrição na qual o tipo de variável envolvida é explicitada, isto

é, se as variáveis são números reais, não-negativos, inteiros, etc.

Em diversos campos de pesquisa nas quais os tomadores de decisões buscam obter os

melhores resultados posśıveis, dentro de certas condições podem surgir situações nas quais os

problemas são modelados como um problema de otimização. Na construção desses modelos

podem surgir funções com leis de formação das mais variadas e, com isso, conforme destacam

Ribeiro e Karas (2013) e Goldbarg e Luna (2005), é posśıvel agrupar tais problemas de otimização

em algumas categorias, cada qual possuindo técnicas espećıficas para sua resolução.

Dentre as diversas categorias posśıveis, há os Problemas de Otimização Quadrática

Restrita. Tal classe de problemas aparecem em vários campos do conhecimento humano, a

exemplo da Engenharia Aeronáutica, Loǵıstica, Equações Diferenciais, Engenharia Estrutural,

entre vários outros 1.

1A t́ıtulo de exemplo, ver ver Júnior (2007), Ojima e Yamakami (2006), Façanha, Carneiro e Filho (2013) e

Barros et al. (2017).
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Problemas de Otimização Quadrática Restrita ou, equivalentemente, de Problemas de

Programação Quadrática Restrita, são caracterizados formalmente, e de modo matricial, por

Minimizar f(x) = 1
2x

TSx+ vTx+ c

sujeito a Ax ≤ b
(2)

com x, v ∈ Rn, b ∈ Rl, c ∈ R, A ∈ Ml×n(R) e S ∈ Mn×n(R) sendo que S é simétrica definida

positiva 2.

Diante disso, notemos que

f(x) =
1

2
xTSx+ vTx+ c

=
1

2
(x1j)(sij)(xj1) + (v1j)(xj1) + c

=
1

2
(x1j)

(
n∑
k=1

sikxk1

)
+

 n∑
j=1

v1jxj1

+ c

=
1

2

 n∑
p=1

x1p

(
n∑
k=1

sikxk1

)+

(
n∑
i=1

v1ixi1

)
+ c

=
1

2

n∑
p=1

n∑
k=1

x1psikxk1 +

(
n∑
k=1

v1kxk1

)
+ c

=
1

2

n∑
p=1

n∑
k=1

xpspkxk +
n∑
k=1

vkxk + c

=
1

2

n∑
p=1

n∑
k=1

spkxpxk +

n∑
k=1

vkxk + c

Deste modo, podemos reformular (2) como

Minimizar f(x) = 1
2

n∑
i=1

n∑
j=1

sijxixj +
n∑
i=1

vixi + c

sujeito a Ax ≤ b
(3)

que consiste em outra forma de caracterizar os Problemas de Otimização Quadrática Restrita.

Diante disso, observemos que essa categoria se enquadra na classe de problemas não-

lineares pois embora suas restrições sejam lineares, a função objetivo a ser otimizada possui

termos quadráticos e/ou produto de duas ou mais variáveis.

Isto posto, visando o estudo de métodos de resolução de problemas nos moldes de

(2), ou de forma equivalente (3), as próximas seções serão destinadas a apresentação de alguns

conceitos e resultados de otimização restrita de modo geral.

2Tendo em mente os propósitos deste trabalho, vale comentar que a Definição 2 é a que aparece na literatura.

Todavia, deve-se notar que do ponto de vista técnico a soma 1
2
xTSx+vTx gerá uma matriz de ordem um, e como

c é uma constante real, o que seria somar uma matriz com um número? Um matemático resolve esse problema

recordando que existe um isomorfismo entre o espaço das matrizes de ordem um e o conjunto dos números reais,

deste modo, pode desconsiderar esse abuso de linguem uma vez observado este detalhe. Todavia, embora esse

detalhe possa parecer pequeno para um matemático, isso pode ser fonte de algumas mensagens de erro durante o

processo de implementação computacional dependendo da linguagem utilizada (não é o caso para Python).
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2 Alguns conceitos elementares sobre otimização restrita

Dada uma função f : Rn −→ R, problemas de otimização restrita são geralmente ca-

racterizados por

Otimizar f(x)

sujeito a Ω = {x ∈ Rn; h(x) = 0 e g(x) ≤ 0}
(4)

em que h : Rn −→ Rl e g : Rn −→ Rm. O conjunto Ω recebe o nome de conjunto viável do

problema de otimização.

Vale destacar que é posśıvel encontrar situações nas quais as restrições envolvidas são

apenas de igualdade, nestes casos, (4) se resume a

Otimizar f(x)

sujeito a Ω = {x ∈ Rn; h(x) = 0}
(5)

com h : Rn −→ Rl.

2.1 Condições de Lagrange

Consideremos a função diferenciável f : A ⊂ Rn −→ R tal que x 7→ f(x) = z esteja

sujeita à restrição h : Rn −→ R de forma que x 7→ h(x) = 0, x∗T = [x∗1, . . . , x
∗
n] seja minimizador

local de f , P T = [x∗1, . . . , x
∗
n, f(x∗)] ∈ Rn+1 e seja S a superf́ıcie associada a f , isto é, S =

{(x, f(x)) ∈ Rn+1; x ∈ A}. Seja ainda a função vetorial γ : X ⊂ R −→ A tal que γ(t)T =

[x1(t), . . . , xn(t)] de modo que γ(t) ∈ A, x∗ ∈ gr(γ) e γ seja diferenciável, sendo gr(γ) o gráfico

de γ.

Com isso, tomemos t0 como sendo o argumento de γ correspondente ao ponto x∗, assim

γ(t0)
T = [x∗1, . . . , x

∗
n]. Isto posto, a composta f ◦ γ : X ⊂ R −→ R consiste nos valores de f

restritos a curva γ, isto é, (f ◦ γ)(t) = f(γ(t)) = f(x) com x ∈ A.

Uma vez que x∗ é minimizador local de f , segue que

f(x∗1, . . . , x
∗
n)T = f(x∗) ≤ f(x) = f(x1, . . . , xn)

para todo x ∈ A, assim segue da definição de γ que x∗1 = x1(t0), . . . , x
∗
n = xn(t0) e x1 =

x1(t), . . . , xn = xn(t) e assim

f(γ(t0)) = f(x1(t0), . . . , xn(t0)) ≤ f(x1(t), . . . , xn(t)) = f(γ(t))

⇐⇒ (f ◦ γ)(t0) ≤ (f ◦ γ)(t)

para todo t ∈ X. Portanto, segue que t0 é minimizador local de f ◦ γ, logo

0 = ∇(f ◦ γ)(t0) = ∇f(γ(t0))

=

(
∂

∂x1
f(x∗) · x′1(t0), . . . ,

∂

∂xn
f(x∗) · x′n(t0)

)
(regra da cadeia)

=

(
∂

∂x1
f(x∗), . . . ,

∂

∂xn
f(x∗)

)
· (x′1(t0), . . . , x′n(t0)) = ∇f(x∗) · γ′(t0).
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Ou seja,

∇f(x∗) · γ′(t0) = 0.

Assim, segue por definição que ∇f(x∗) é perpendicular ao vetor da tangente γ′(t0) para

todas as curvas C. Por outro lado, supondo3 ∇h(x∗) ortogonal a γ′(t0) para todas as curvas,

isto é,

∇h(x∗) · γ′(t0) = 0,

obtemos que o ∇f(x∗) deve ser paralelo a ∇h(x∗), e consequentemente paralelo a −∇h(x∗), ou

seja, caso ∇h(x∗) 6= 0 existe4 algum λ ∈ R de forma que

∇f(x∗) = −∇h(x∗)λ ≡ ∇f(x∗) +∇h(x∗)λ = 0. (6)

Neste caso, (6) é conhecido como condição de Lagrange e λ é denominado como multiplicador

de Lagrange .

Com (6) Joseph-Louis Lagrange desenvolveu o método de busca de máximos e mı́nimos

de funções sujeitas a uma restrição h(x) = 0. Esse método afirma que caso f possua máximo e

mı́nimo, e ainda, ∇h(x) 6= 0 sobre a superf́ıcie h(x) = 0, então

Passo 1 Determine todos os valores x ∈ A ⊂ Rn tais que (6) é satisfeita;

Passo 2 Calcule f em cada um dos pontos obtidos no Passo 1, o maior dos valores

obtidos será o máximo de f e o menor será o mı́nimo de f .

Isto posto, conforme destacam Izmailov e Solodov (2005), é comum reescrever5 (6) em

termos da função Lagrangena, como estabelece a Definição 1.

Definição 1. Consideremos o problema de otimização restrita (5). A função L : Rn×Rl −→ R
tal que x 7−→ L(x, λ) = f(x) + h(x)λ, com h(x) = (h1(x), . . . , hl(x))T , é denominada Lagran-

geana de (5).

Assim, quando ∇h(x) 6= 0, a existência de um minimizador local de um problema de

otimização restrita nos moldes de (5) está condicionada a existência e unicidade do multiplicador

de Lagrange λ. Tal fato fica garantido pelo Teorema 3 conhecido como Condição de otimalidade

de Lagrange. Diante disto, para enunciar tal teorema precisamos definir o que vem a ser uma

condição de regularidade.

Definição 2. Seja o problema de otimização restrita (5). As condições {h′i(x∗); i = 1, . . . , l} ser

um conjunto linearmente independente ou h ser uma função afim, isto é, h(x) = Ax − a com

A ∈ Ml×n e a ∈ Rl, são denominadas condições de regularidade das restrições ou ainda

condições de qualificação das restrições.
3Para mais detalhes, ver Stewart (2013, p. 845).
4Ver Guidorizzi (2000, p. 330) para mais detalhes.
5O leitor deve atentar-se ao fato de que a argumentação realizada anteriormente ao Teorema 3 considerou

h : B ⊂ Rn −→ R, porém, o problema de otimização estabelecido em (5) define h : Rn −→ Rl. Dito isto, também

é posśıvel mostrar a existência de λ ∈ Rl para o caso em que a imagem de h (Im (h)) pertence a Rl, contudo

sua demonstração foge ao escopo deste trabalho. Ao leitor interessado, recomendamos a leitura do Caṕıtulo 2 de

Izmailov e Solodov (2005).
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Teorema 3 (Condição de otimalidade de Lagrange). Consideremos o problema de otimização

restrita (5). Se x∗ ∈ Rn é minimizador local de (5), f é diferenciável em x∗, h é diferenciável

numa vizinhança de x∗, com derivada cont́ınua em x∗, e uma das condições de regularidade das

restrições (Definição 2) válidas, então existe λ∗ ∈ Rl tal que

L′x (x∗, λ∗) = 0.

Caso a primeira condição seja satisfeita, então λ∗ ∈ Rl é único.

Prova. Ver Izmailov e Solodov (2005, p. 46).

Com isso, observemos que, para algum λ ∈ Rl,

L′x(x, λ) = ∇f(x) + (∇h(x))Tλ

enquanto que

L′λ(x, λ) = h(x),

deste modo, temos que

∇L(x, λ) =

[
∇f(x) + (∇h(x))Tλ

h(x)

]
.

Ou seja, quando ∇L(x, λ) = 0 temos que

∇L(x, λ) =

[
∇f(x) + (∇h(x))Tλ

h(x)

]
=

[
0

0

]
. (Sistema de Lagrange) (7)

Conforme destacado por Izmailov e Solodov (2005) caso esta condição de Lagrange

seja satisfeita significa que o gradiente da função objetivo (f ′(x∗)) pode ser descrito como uma

combinação linear das derivadas parciais das restrições, ou seja, combinação linear de {h′i; i =

1, . . . , l}.

Isto posto, assim como mostrado para problemas de otimização restrita nos termos de

(5), também é posśıvel mostrar um resultado semelhante para problemas mais gerais, nos moldes

de (4), tal resultado é conhecido como “Condições de Karush-Kuhn-Tucker”, ou mais economi-

camente, denominado por “Condições de KKT”. Para mais detalhes a respeito, recomendamos

a leitura de Izmailov e Solodov (2005), Izmailov e Solodov (2007) e Ribeiro e Karas (2013).

3 Programação quadrática sequencial

Conforme apresentado até o momento existem resultados matemáticos que nos permi-

tem assegurar a existência de solução para problemas de otimização, desde que estes satisfaçam

certas condições, além de apresentar meios para sua determinação. Todavia, nem sempre a

busca de tais soluções é viável (ou mesmo posśıvel) analiticamente, haja vista a não linearidade

das funções envolvidas Luenberger e Ye (2016, p. 06).
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Neste sentido, ao longo dos anos foram desenvolvidos numerosos algoritmos para via-

bilizar a obtenção de solução para problemas de otimização, mesmo que de modo aproximado.

Cabe salientar que no contexto de Otimização, a terminologia corrente utilizada como sinônimo

de Algoritmo é Método.

Mas o que vem a ser um Algoritmo? Conforme definido em Burden, Faires e Burden

(2015) um Algoritmo pode ser caracterizado como um “procedimento que descreve, sem ambi-

guidades, uma sequência finita de passos a serem feitos em uma ordem espećıfica” tendo como

objetivo “implementar um procedimento para resolver um problema ou aproximar uma solução

do problema”.

Para ilustrar essas ideias, destacando a diferença entre algoritmos sequenciais e não-

sequenciais, consideremos a seguinte situação. Imaginemos que estamos cansados de resolver

equações de segundo grau na mão e desejamos automatizar isso por meio de um programa de

computador, um algoritmo básico para essa finalidade é descrito no Algoritmo 1 a seguir.

Entrada a← Valor do coeficiente a;

b← Valor do coeficiente b;

c← Valor do coeficiente c;

if b2 − 4ac 6= 0 then

x1 ←
−b+

√
b2 − 4ac

2a
;

x2 ←
−b−

√
b2 − 4ac

2a
;

else

x1 ←
−b
2a

;

x2 ← x1;

end

Output: As ráızes são x1 e x2
Algoritmo 1: Algoritmo básico para a resolução de equações segundo grau

Notemos que o Algoritmo 1 fornece uma receita, por assim dizer, de como obter as

ráızes de uma equação do segundo grau, independentemente de serem reais ou complexas 6.

De toda forma, tal algoritmo ainda poderia ser melhorado no sentido de oferecer ao usuário a

possibilidade de resolver mais de uma equação, conforme estabelece o Algoritmo 2. Assim, ao

acrescentarmos o laço de repetição while, durante uma mesma execução do algoritmo teremos a

possibilidade resolver varias equações de segundo grau, e mais que isso, cada resolução independe

dos valores obtidos na execução do laço anterior, portanto, temos um algoritmo não-sequencial.

6Vale comentar que por definição um algoritmo consiste em uma sequência de passos que, ao serem imple-

mentados, resolvem um problema ou, ao menos, aproximam uma solução. Sendo assim, não há exigência de uma

linguagem de programação em si, embora a utilização de uma seja necessária posteriormente.

De todo modo, a linguagem Python, que foi utilizada na implementação de PQS, tem suporte nativo aos

números complexos, sendo assim o Algoritmo 1 tal como apresentado é pasśıvel de ser implementado sem qual-

quer problema quando b2 − 4ac < 0.
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B ← 1;

while B = 1 do

a← Valor do coeficiente a;

b← Valor do coeficiente b;

c← Valor do coeficiente c;

if b2 − 4ac 6= 0 then

x1 ←
−b+

√
b2 − 4ac

2a
;

x2 ←
−b−

√
b2 − 4ac

2a
;

else

x1 ←
−b
2a

;

x2 ← x1;

end

Output: As ráızes são x1 e x2

Output: Deseja resolver outra equação? 1 para SIM. 0 para NÃO.

B ← Entrada do usuário ;

end

Algoritmo 2: Algoritmo básico para a resolução de equações de segundo grau

Todavia, existem algoritmos que para cada nova repetição do laço (while, for, . . .)

utilizam-se dos resultados obtidos anteriormente. O método da bissecção descrito no Algoritmo 3

é um exemplo deste tipo de algoritmo.

omar um intervalo [a, b];

Escolher a condição inicial como sendo x0 =
b+ a

2
;

k ← 0;

while f ′(xk) 6= 0 do

if f ′(xk) < 0 then

a← xk;

else

b← xk;

end

xk =
b+ a

2
;

end

Algoritmo 3: Exemplo genérico de implementação do método da bissecção

Observemos que a cada execução do laço while o método da bissecção reduz o intervalo

de busca da solução do problema, que só é posśıvel pois a informação do valor da derivada em

xk é levada em consideração para atualizar o valor de a, ou de b. Ou seja, enquanto o critério de

parada não for satisfeito, enquanto f ′(xk) = 0 não ocorrer, cada execução do laço while atualiza

o intervalo de busca para uma nova execução considerando a informação obtida na execução

atual.
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É intuitivo notar que o Algoritmo 3 gera portanto uma sequência de pontos de R, deste

modo, temos que tal algoritmo é caracterizado como um Método Sequencial. De modo geral,

conforme formalizam Izmailov e Solodov (2007), temos um Método Sequencial “quando cada

ponto se define de acordo com a informação obtida nos pontos anteriores”.

Definição 4. Dado um problema de otimização nos moldes de (4) as imagens x1, . . . , xk, . . . ∈ Rn

da sequência de pontos geradas por um método sequencial são denominados aproximações à

solução do problema, ou ainda, iterandos do método 7.

Convém mencionar que a sequência (xk)k∈N gerada por algum método sequencial

também é conhecida como trajetória.

Definição 5. Seja x : N→ Rn uma sequência gerada por algum método sequencial. A geração

de uma nova aproximação xx+1 a partir de xk é denominada iteração do método.

Isto posto, vale destacar que vários algoritmos foram desenvolvidos para a resolução

computacional de problemas de Otimização Quadrática, dentre eles tem-se o Método de Pontos

Interiores e o Simplex Modificado. Todavia, neste trabalho temos interesse em estudar o algo-

ritmo conhecido como Programação Quadrática Sequencial (PQS) e vamos mostrar que no caso

de problemas nos moldes de 2 (com restrições de igualdade) tal algoritmo os resolve em apenas

uma iteração.

3.1 O algoritmo PQS

Conforme apresentado por Izmailov e Solodov (2007) e Ribeiro e Karas (2013) o método

de Programação Quadrática Sequencial (PQS) consiste, em essência, “na resolução de uma

sequência de problemas de otimização quadrática” em que

a ideia consiste em substituir, a cada iteração, a função objetivo por um modelo
quadrático do Lagrangiano e as restrições por equações ou inequações lineares,
aproximações de Taylor de primeira ordem em torno no ponto corrente (RI-
BEIRO; KARAS, 2013).

Convém destacar que esse modelo quadrático do Lagrangiano consiste na aproximação de Taylor

de segunda ordem para a função objetivo.

Com isso, esta abordagem permite reduzir um problema inicialmente complexo, a re-

solução de uma sequência de problemas relativamente mais “simples”, “que muda a cada iteração

de acordo com as informações dispońıveis no ponto corrente” (RIBEIRO; KARAS, 2013). E

conforme pontua Izmailov e Solodov (2007) quando um problema de programação quadrática

é adequadamente constrúıdo pode ser uma boa aproximação do problema original, ao mesmo

tempo em que é de resolução relativamente fácil.

7Notemos que a notação xk, usada no contexto de R, é substitúıda por xk facilitando, desta forma, a associação

com o Rn.
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Diante disso, considerando o problema (5), temos que (8) formaliza matematicamente

estas ideias.

Otimizar L(xk, λk) +∇x(xk)(x− xk) + 1
2∇

2
xxL(xk, λk)(x− xk)

sujeito a x ∈ Ω = {x ∈ Rn; h(xk) + h′(x− xk) = 0}
(8)

Isto posto, o Algoritmo 4 apresenta o método PQS 8.

scolher o palpite inicial (x0, λ0);

k ← 0;

while ∇L(xk, λk) 6= 0 do

Passo 1:

Resolva o problema ∇L(x∗, λ) = 0 obtendo um ponto es-

tacionário do problema e o defina como xk+1, bem como

o multiplicador de Lagrange associado e o defina como

λk+1.

Passo 2: k ← k + 1

end

Algoritmo 4: O Método PQS

Embora o Algoritmo 4 seja relativamente simples, e extremamente compacto, é natural

o questionamento “Como executamos o Passo 1?”. Para isso, consideremos o problema de

minimização conforme definido em (5). Com isso, de acordo com o apresentado na Subseção 2.1,

em particular na igualdade (7), segue que para x∗ ser minimizador local de f deverá ocorrer

(para algum λ ∈ Rl) que

∇L(x∗, λ) = 0⇐⇒

[
∇f(x∗) + (∇h(x∗))Tλ

h(x∗)

]
=

[
0

0

]
. (9)

À luz disso, notemos que podemos fazer uso do método de Newton-Raphson9 ao considerarmos

ϕ : Rn −→ Rn+l

x 7−→ ϕ(x) = ∇L(x, λ).

Assim, reescrevendo (9) vem que

ϕ(x∗) = 0. (10)

8Relembremos o conceito de ponto estacionário.

Definição 6. Sejam f : Ω ⊂ Rm −→ R diferenciável em Ω e x∗ ∈ Ω. Definimos x∗ como sendo ponto cŕıtico ou

(estacionário) de f se, e só se, ∇f(x∗) = 0.

9Para detalhes a respeito deste método, ver Izmailov e Solodov (2007), Ribeiro e Karas (2013) ou https:

//www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf.

https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf
https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf
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Tomando xk ∈ Rn como sendo uma aproximação para a solução x∗ e aplicando o teorema de

Taylor de primeira ordem em torno de xk (com k fixo), obtemos que

ϕ(x) = ϕ(xk) +∇ϕ(xk)(x− xk) + r(x)

para lim
x→xk

r(x)

|x− xk|
= 0 e x ∈ Dom(ϕ), isto é, para xk suficientemente próximo à x∗, temos que

ϕ(x) = ϕ(xk) +∇ϕ(xk)(x− xk), (11)

assim, de (10) e (11) temos que

ϕ(xk) +∇ϕ(xk)(x∗ − xk) = 0,

dessa forma, a execução do Passo 1 no Algoritmo 4 depende da não-singularidade da Hessiana

de L em (xk, λk), além é claro que as somas e multiplicações matriciais sejam posśıveis. Caso

tais condições sejam satisfeitas, temos que

ϕ(xk) +∇ϕ(xk)(x∗ − xk) = 0

=⇒ ∇L
(
xk, λk

)
+∇

(
∇L

(
xk, λk

))([x∗
λ

]
−

[
xk

λk

])
= 0

=⇒ ∇2L
(
xk, λk

)([x∗
λ

]
−

[
xk

λk

])
= −∇L

(
xk, λk

)
e para

(
∇2L

(
xk, λk

))−1
não singular, temos que

=⇒

[
x∗ − xk

λ− λk

]
= −

(
∇2L

(
xk, λk

))−1
∇L

(
xk, λk

)
=⇒

[
x∗

λ

]
=

[
xk

λk

]
−
(
∇2L

(
xk, λk

))−1
∇L

(
xk, λk

)
. (12)

Portanto, a próxima aproximação xk+1 para x∗ é tal que[
xk+1

λk+1

]
=

[
xk

λk

]
−
(
∇2L

(
xk, λk

))−1
∇L

(
xk, λk

)
. (13)

Esta abordagem é conhecida como Método de Newton para o Sistema de Lagrange.

Vale destacar que, em geral, como o custo computacional para inverter matrizes é maior

que o custo da resolução de sistemas lineares10 e, visando um melhor desempenho computacional,

(12) foi reescrita em termos do sistema linear a seguir

∇2L
(
xk, λk

)[x
λ

]
= ∇2L

(
xk, λk

)[xk
λk

]
−∇L

(
xk, λk

)
(14)

deste modo, a próxima aproximação xk+1 para x∗ consiste em nada mais que a solução do

sistema linear (14), isto é, xk+1 = x e λk+1 = λ.

10Para mais detalhes ver https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf.

https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf
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Um caso particular

Isto posto, uma questão razoável que emerge é: “E caso a função objetivo do problema

que estamos trabalhando já seja uma quadrática? Ou ainda, e se além da função objetivo ser

quadrática, as restrições envolvidas nesse problema já fossem lineares? Como ficaria a aplicação

deste método?”. Pois bem, visando responder a tais questionamentos, consideremos o problema

quadrático similar ao definido em (2), porém de forma que as restrições envolvidas sejam de

igualdade, isto é,

Minimizar f(x) = 1
2x

TSx+ vTx+ c

sujeito a Ax− b = 0,
(15)

com x, v, b ∈ Rn, c ∈ R, S ∈Mn×n(R) e A ∈Ml×n(R) sendo que S é simétrica definida positiva.

Neste caso uma vez que

∇2L
(
xk, λk

)
(n+l)×(n+l)

,

[
x

λ

]
(n+l)×1

,

[
xk

λk

]
(n+l)×1

e ∇L
(
xk, λk

)
(n+l)×1

ou seja, os vetores e matrizes envolvidos cumprem os critérios exigidos pelas definições de soma

e multiplicação matricial, temos que

∇L
(
xk, λk

)
=

[
∇f(x∗) + (∇h(x))Tλk

h(x∗)

]
=

[
Sx∗ + v +ATλk

Ax∗ − b

]
, (16)

bem como

∇2L
(
xk, λk

)
= ∇

(
∇L

(
xk, λk

))
= ∇

([
Sx∗ + v +ATλk

Ax∗ − b

])
=

[
S AT

A 0

]
. (17)

Desta forma, levando (16) e (17) em (14) obtemos[
S AT

A 0

][
x

λ

]
=

[
S AT

A 0

][
xk

λk

]
−

[
Sx∗ + v +ATλk

Ax∗ − b

]
, (18)

e com isso, a determinação de (x, λ) se resume a resolução do sistema Sistema Linear de Lagrange.

Com isso, ao aplicar o PQS em (15), a solução é obtida em apenas uma iteração conforme (18)

justifica, desde que, é claro, a Hessiana da Lagrangena em (xk, λk) seja não-singular.

Vale frisar que o número de restrições é irrelevante para (14) do ponto de vista teórico,

isto é, o número de linhas na matriz de restrições A pode ser qualquer número natural, não se

limitando a ter a mesma ordem que S.

Além disso, convém pontuar que por mais que teoricamente o problema seja resolvido

em apenas uma iteração, esta uma iteração pode demandar um alto custo temporal dependendo

do número de variáveis, do número de restrições e do hardware envolvido.

Diante disso, a seção seguinte ilustra a resolução de problemas quadráticos com o PQS

conforme apresentado nas linhas anteriores.
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4 Exemplos

Com o objetivo de apresentar alguns exemplos numéricos da teoria exposta nas seções

anteriores, bem como ter uma noção do desempenho computacional, o Algoritmo 4 foi traduzido

para a linguagem Python considerando o Método de Newton para o Sistema de Lagrange nos

termos de (14).

Com isso, um banco de problemas de Programação Quadrática Restrita foi criado

por intermédio do algoritmo “generating-input-data.py” dispońıvel em https://github.

com/AugustoAlex/Mathematica-V2-PQS, sendo que a matriz S simétrica definida positiva foi

criada com entradas pseudo-aleatórias 11, por meio do módulo random 12 da linguagem Python,

conforme pode ser verificado no código-fonte supracitado.

Além disso, é pertinente mencionar as caracteŕısticas f́ısicas do hardware no qual os

exemplos foram resolvidos, a saber, consistiu em um notebook pessoal com processador In-

tel(R) Core(TM) i7-5500U munido de dois núcleos e quatro thread(s) possuindo velocidade

mı́nima de 500 MHz e máxima de 3000 MHz. Além de contar com dois chips de memória RAM

SODIMM DDR3 de 4096MB cada, operando a 1600 MHz, bem como um SSD GIGABYTE

GP-GSTFS31240GNTD.

Como caracteŕısticas de software, utilizou-se o Python em sua versão 3.10.8 com seu

interpretador padrão (CPython). Tal software foi executado dentro de um sistema operacional

GNU/Linux, mais precisamente, Arch Linux.

Diante disso, seguem os exemplos.

Exemplo 1. Consideremos o problema de otimização

Otimizar f(x) = xT

(
142, 71099 −123, 3046

−123, 30464 108, 28907

)
x+

[
47 59

]
x+ 4

sujeito a


−63 −77

2 −48

−60 12


[
x1

x2

]
−


64

32

14

 = 0

Condição inicial x1 f(x1) ≈ Solução aproximada obtida (x2) f(x2) ≈(
59 36

)
61.561, 63686

(
−0, 07745 −0, 60868

)
−20, 87660

11O algoritmo para obtenção dessa matriz S foi implementado segundo sugere Ribeiro e Karas (2013), enquanto

que todos os demais elementos do problema (2) também foram gerados com entradas pseudo-aleatórias.

Ainda, convém também pontuar que quando falamos de programação computacional não existe aleatoriedade

no sentido estrito, mas sim obtenção de números que parecem aleatórios, em suma na pseudo-aleatoriedade a

sáıda do gerador parece aleatória para um observador externo, conforme conceituado em Gutterman, Pinkas e

Reinman (2006).
12Para mais detalhes a respeito deste módulo recomenda-se a leitura de https://docs.python.org/3/library/

random.html?highlight=random#module-random.

https://github.com/AugustoAlex/Mathematica-V2-PQS
https://github.com/AugustoAlex/Mathematica-V2-PQS
https://docs.python.org/3/library/random.html?highlight=random#module-random
https://docs.python.org/3/library/random.html?highlight=random#module-random
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Ainda, convém destacar que a obtenção da solução para este exemplo (com apenas 3

variáveis) e três restrições levou cerca de 0, 00345 segundos.

A Figura 1 ilustra o gráfico associado a este exemplo. Nele, o ponto em vermelho

identifica o minimizador deste problema.

Figura 1: Gráfico associado ao problema de otimização do Exemplo 1

Na sequência, são apresentados os valores funcionais iniciais e finais, bem como o tempo

de execução, de dois outros exemplos, um com 1000 variáveis e 1000 restrições. E, outro com

5000 variáveis e 5000 restrições.

Exemplo 2. Este exemplo trata-se de um problema contendo 1000 variáveis e 1000 restrições

que, conforme descrito anteriormente, foi gerado pelo algoritmo “generating-input-data.py”.

Os resultados obtidos são apresentados a seguir.

f(x1) aproximado f(x2) aproximado Tempo (s)

802.407.623, 98335 1.798.430, 50698 0, 33481

Exemplo 3. Similarmente ao exemplo anterior, este consiste de um problema contendo 5000

variáveis e 5000 restrições que foi constrúıdo pelo algoritmo “generating-input-data.py”. Os

resultados obtidos são dispostos a seguir.

f(x1) aproximado f(x2) aproximado Tempo (s)

442.862.516, 44263 98.902, 74119 18, 48927
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Conclusões

Neste trabalho escrevemos sobre o Método de Programação Quadrática Restrita, mos-

tramos que no caso da função objetivo ser quadrática, e possuir restrições lineares (de igualdade),

o problema é resolvido em apenas uma iteração. Por fim, visando exemplificar a teoria bem como

ter noção do desempenho computacional, apresentamos três exemplos numéricos.
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BARROS, L. N. et al. Técnica de programação semidefinida por arco viável e aplicação à
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https://eprint.iacr.org/2006/086.

IZMAILOV, A.; SOLODOV, M. Otimização - volume 1 : Condições de otimalidade, elementos

de análise convexa e de dualidade. Rio de Janeiro: Impa, 2005.

IZMAILOV, A.; SOLODOV, M. Otimização - volume 2 : Métodos computacionais. Rio de

Janeiro: Impa, 2007.
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movimentação loǵıstica e comercialização da soja brasileira. Engenharia Agŕıcola, SciELO
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Representação de rotações no espaço com quatérnios
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Resumo: É comum e intuitivo encontrar a representação de rotações no espaço em
termos de ângulos e eixos, no entanto, existem outras representações para rotações
com grandde utilidade pratica. Uma alternativa para a representação de rotações é a
utilização de quatérnios. Os quatérnios, entre outras propriedades, podem represen-
tar uma rotação no espaço e ser operados, de maneira a representar novas rotações,
apenas com operações básicas de soma e produto. Com isso em mente, esse artigo
tem o objetivo de mostrar a representação de rotações através de quaternos.

Palavras-chave: quatérnios, rotações, Hamilton.

1 Álgebra dos quatérnios

Nessa seção faremos um levantamento geral da álgebra dos quatérnios, como o intuito

do artigo não é o de detalhar e demonstrar todas as definições e propriedades dos quatérnios,

sugerimos o artigo GUZZO & TOSTI(2017) que faz a exploração dos elementos da álgebra dos

quatérnios.

Os quatérnios foram organizados para estender as propriedades dos números comple-

xos para o espaço tridimensional e sua definição carrega alguns elementos que remetem aos

complexos. A seguir damos a definição formal dos quatérnios.

Definição 1. O conjunto dos números quatérnios, denotado por H, é formado por todos os

números na forma q = a+ bi+ cj+dk, com a, b, c, d ∈ R e i, j, k satisfazendo i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k e ji = −k.

Da definição conseguimos retirar uma série de igualdades bastante usuais e recorrentes

nas operações com quatérnios, entre elas:

ijk = (ij)k = kk = k2 = −1

ik = i(ij) = i2j = −j

kj = (ij)j = ij2 = −i

ki = k(−j2)i = −(kj)(ji) = −(−i)(−k) = −ik = j

jk = j(−i2)k = −(ji)(ik) = −(−k)(−j) = −kj = i

Nos cálculos acima é assumida a associatividade da multiplicação nas componentes i, j

e k.
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Da definição 1, conseguimos observar várias semelhanças com os números complexos,

em especial, gostaria de dar destaque aos elementos i, j e k que carregam a propriedade da

unidade imaginárias dos números complexos, eles tem o quadrado igual a −1.

Tal como nos complexos, para os números quatérnios, definimos parte real e parte

imaginaria e é o objeto da definição a seguir.

Definição 2. Dado um quatérnio q = a + bi + cj + dk, definimos a parte real de q como o

número real a e denotamos a = Re(q). Também definimos a parte imaginaria de q como o vetor
−→u = (b, c, d) e denotamos Im(q) = (b, c, d).

Nos termos da definição acima identificamos o vetor −→u = (b, c, d) ∈ R3 com o quatérnio

bi+ cj + dk, de onde podemos escrever q = a+−→u .

Chamemos de H0 os quatérnios tais que Re(q) = 0 isso é,

H0 = {q ∈ H
∣∣Re(q) = 0},

chamaremos também os elementos de H0 de quatérnios puros.

Definição 3. Dados dois números quatérnios, q = a + bi + cj + dk e r = e + fi + gj + hk,

dizemos que q = r se, e somente se, a = e, b = f, c = g e d = h. De outra forma q = r se, e

somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).

As considerações anteriores definem o conjunto dos números quatérnios. No que segue,

apresentaremos as operações definidas nesse conjunto.

Definição 4. Definimos a soma entre dois números quatérnios q = a+ bi+ cj + dk = a+−→u e

r = e+ fi+ gj + hk = e+−→v como a aplicação

+ : H×H −→ H
(q, r) 7−→ q + r

onde a soma é definida por

q + r = (a+ bi+ cj + dk) + (e+ fi+ gj + hk) = (a+ e) + (b+ f)i+ (c+ g)j + (d+ h)k

que é equivalente a

q + r = (a+−→u ) + (e+−→v ) = (a+ e) + (−→u +−→v )

onde (−→u +−→v ) denota a soma usual de vetores em R3.

É importante destacar que a soma de números quatérnios goza das propriedades usuais

de soma, isso é, ela é associativa, comutativa, tem elemento neutro igual a q = 0 +
−→
0 e um

quatérnio r = a+ bi+ cj + dk tem oposto em relação a soma dado por w = −a− bi− cj − dk.

Não faremos a demonstração dessas propriedades aqui mas indicamos as bibliografias BUTZGE

(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844) onde podem ser encontradas.
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Definição 5. Definimos a multiplicação de um número quatérnio q = a+ bi+ cj + dk por um

número real α como a aplicação

· : R×H −→ H
(α, q) 7−→ αq

onde a operação é definida por

αq = α(a+ bi+ cj + dk) = (αa) + (αb)i+ (αc)j + (αd)k

que também pode ser visualizada na forma vetorial como

αq = α(a+−→u ) = (αa) + (α−→u ),

aqui α−→u denota a operação usual de multiplicação por escalar de vetores de R3.

Definição 6. Definimos a multiplicação entre dois números quatérnios q = a+bi+cj+dk = a+−→u
e r = e+ fi+ gj + hk = e+−→v como a aplicação

· : H×H −→ H
(q, r) 7−→ qr

onde a multiplicação é definida por

qr = (a+ bi+ cj + dk)(e+ fi+ gj + hk)

= (ae− bf − cg − dh) + (af + be+ ch− dg)i+ (ag − bh+ ce+ df)j + (ah− bg + cf + de)k

que pode ser representado na forma vetorial como

qr = (a+−→u )(e+−→v ) = (ae− 〈−→u ,−→v 〉) + (a−→v + e−→u +−→u ∧ −→v ),

onde 〈−→u ,−→v 〉 denota o produto interno (ou produto escalar) de vetores em R3 e −→u ∧−→v o produto

vetorial entre vetores de R3.

É importante destacar que a multiplicação de quatérnios tem a propriedade associativa,

porém a multiplicação de quatérnios não é comutativa, basta tomar como exemplo q = i e r = j

no conjunto dos quatérnios e verificar que

qr = ij = k e rq = ji = −k.

A multiplicação de quatérnios tem elemento neutro igual a 1 + 0i+ 0j + 0k = 1 +
−→
0 ,

ao qual escreveremos simplesmente 1, ficando subentendido que 1 ∈ H. Isso é, dado q =

a+ bi+ cj + dk, temos

q · 1 = 1 · q = q.

Para mais detalhes ver BUTZGE(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844).
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E finalmente, a multiplicação de quatérnios tem o elemento inverso. Dado um quatérnio

q = a+ bi+ cj + dk = a+−→u , tal que a2 + b2 + c2 + d2 > 0, este admite elemento inverso pela

multiplicação o qual será denotado por q−1 e pode ser expresso por

q−1 =

(
a

a2 + |u|2

)
+

(
−1

a2 + |u|2

)
−→u =

(
1

a2 + |u|2

)
(a−−→u )

onde |−→u | =
√
b2 + c2 + d2 é a norma usual de um vetor de R3. Além disso, esse q−1 é o único

quatérnio que cumpre

qq−1 = q−1q = 1

Definição 7. Seja q = a+−→u = a+ bi+ cj + dk ∈ H. O módulo de q é o número real definido

por

|q| =
√
a2 + b2 + c2 + d2 =

√
a2 + |−→u |2.

Definição 8. Seja q = a+−→u = a+ bi+ cj + dk ∈ H. O conjugado de q é o quatérnio definido

por

q = a− bi− cj − dk = a−−→u .

Das duas ultimas definições podemos reescrever a expressão para o inverso de um

quatérnio. Dado q = a+ bi+ cj + dk = a+−→u com a2 + b2 + c2 + d2 > 0, seu inverso pode ser

escrito como

q−1 =
1

|q|2
q.

Observe que, da igualdade anterior, quando q é um quatérnio de módulo 1, vale que

q = q−1.

2 Representação de rotações com quatérnios

Uma rotação no plano pode ser representada por um número complexo, podemos as-

sociar a matriz de rotação aplicada em um vetor com o produto de dois números complexos. A

ideia para representar rotações com quatérnios segue o mesmo caminho, representar a matriz de

rotação no espaço tridimensional aplicada a um vetor como o produto de dois quatérnios.

Considere o conjunto

S3 =
{
q ∈ H

∣∣|q| = 1
}
.

Sendo q ∈ S3, ou seja, um quatérnio de módulo 1, é posśıvel construir um operador de rotação

com q de maneira que seu efeito sobre um vetor não nulo v ∈ R3, seja rotacioná-lo um angulo

θ ∈ R em torno de um eixo especifico BUTZGE(2021), HANSON(2005).

Como já fizemos anteriormente, usaremos a identificação de u ∈ R3 com um quatérnio

puro q = 0 + −→u ∈ H0, identificando R3 e H0 podemos usar a multiplicação de quatérnios para

representar as rotações no espaço. Nesse caminho, considere o operador definido abaixo:
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Definição 9. Dado q ∈ S3, o operador de rotação Rq obtido a partir de q é definido por

Rq : H0 −→ H0

v 7−→ qvq.

O operador definido envolve o produto entre três quatérnios, q e q quatérnios de módulo

unitário que fazem parte da definição do operador e o quatérnio puro v, o quatérnio no qual age

o operador, que se identifica com um vetor de R3.

Trabalhamos para que esse operador represente uma rotação no espaço, nesse caminho,

uma verificação importante de se fazer nesse momento inicial é a boa definição do operador, isso

é, se resultado dessa operação realmente é um quatérnio puro de H0. De fato, seja q = a+−→u e

v = 0 +−→v , teremos

Rq(v) = qvq = (a+−→u )v(a−−→u )

= (−〈−→u ,−→v 〉+ a−→v +−→u ∧ −→v )(a−−→u )

= −a〈−→u ,−→v 〉+ 〈a−→v +−→u ∧ −→v ,−→u 〉+ 〈−→u ,−→v 〉−→u + a(a−→v +−→u ∧ −→v )

+(a−→v +−→u ∧ −→v ) ∧ −→−u. (1)

Primeiramente olhemos para a parte real da expressão acima, esta é,

−a〈−→u ,−→v 〉+ 〈a−→v +−→u ∧ −→v ,−→u 〉 = −a〈−→u ,−→v 〉+ a〈−→v ,−→u 〉+ 〈−→u ∧ −→v ,−→u 〉

= 〈−→u ∧ −→v ,−→u 〉.

Lembrando que −→u ∧ −→v é o produto vetorial da geometria anaĺıtica e representa um

vetor simultaneamente ortogonal a −→u e −→v e, além disso, o produto interno entre dois vetores

ortogonais é zero, de onde conclúımos que a parte real Re(Rq(v)) = 0, então este é elemento de

H0, confirmando que o operador está bem definido.

Agora trabalhando com a parte vetorial de (1) temos

〈−→u ,−→v 〉−→u + a(a−→v +−→u ∧ −→v ) + (a−→v +−→u ∧ −→v ) ∧ −→−u = 〈−→u ,−→v 〉−→u + a2−→v + a(−→u ∧ −→v )

−a−→v ∧ −→u + (−→u ∧ −→v ) ∧ (
−→−u)

= 〈−→u ,−→v 〉−→u + a2−→v + 2a(−→u ∧ −→v )

+(−→u ∧ −→v ) ∧ (
−→−u). (2)

Observe que o último termo de (2) apresenta um duplo produto vetorial, conforme pode

ser visto em BOULOS & CAMARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), esse termo

pode ser escrito como

(−→u ∧ −→v ) ∧ (
−→−u) = 〈−→u ,−→−u〉−→v − 〈−→v ,−→−u〉−→u = −|−→u |2−→v + 〈−→u ,−→v 〉−→u

e substituindo em (2) teremos

〈−→u ,−→v 〉−→u +a(a−→v +−→u ∧−→v )+(a−→v +−→u ∧−→v )∧−→−u = (a2−|−→u |2)−→v +2〈−→u ,−→v 〉−→u +2a(−→u ∧−→v ) (3)
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Desta ultima expressão, a equação (3), podemos escrever a atuação desse operador

como uma operação matricial. Olhando separadamente para as tres parcelas da soma no lado

direito de (3) e considerando que −→v = (x, y, z) além de q = a+−→u = a+ bi+ cj + dk teremos

1o termo

(a2 − |−→u |2)−→v = (a2 − b2 − c2 − d2)


x

y

z

 ,

2o termo

2〈−→u ,−→v 〉−→u = 2(bx+ cy + dz)


b

c

d

 = 2


b2 bc bd

bc c2 cd

bd cd d2




x

y

z

 ,

3o termo

2a(−→u ∧ −→v ) = 2a


i j k

b c d

x y z


= 2a[(−dy + cz)i+ (dx− bz)j + (−cx+ by)k]

= 2a


0 −d c

d 0 −b
−c b 0




x

y

z

 .

Somando os três termos teremos uma expressão para (3) que coloca o operador (1) em

forma de operador linear

Rq(v) =


a2 + b2 − c2 − d2 2(bc− ad) 2(bd+ ac)

2(bc+ ad) a2 − b2 + c2 − d2 2(cd− ab)
2(bd− ac) 2(cd+ ab) a2 − b2 − c2 + d2




x

y

z

 . (4)

Exemplo 1. Considerando os quatérnios unitários

qx =

√
3

2
+

1

2
i, qy =

√
3

2
+

1

2
j e qz =

√
3

2
+

1

2
k

e um vetor −→v = (x, y, z) que pode ser associado ao quatérnio puro v = 0 + xi+ yj + zk temos

Rqx(v) =



1 0 0

0
1

2

√
3

2

0 −
√

3

2

1

2




x

y

z

 ,
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Rqy(v) =



1

2
0

√
3

2

0 1 0

−
√

3

2
0

1

2




x

y

z

 ,

Rqz(v) =



1

2

√
3

2
0

−
√

3

2

1

2
0

0 0 1




x

y

z

 .

Observe que as matrizes acima são as conhecidas matrizes de rotação do vetor −→v =

(x, y, z) um angulo de
π

3
em torno respectivamente dos eixos x, y e z.

Exemplo 2. O quatérnio

q =

√
2

2
+

√
2

5
j +

√
10

10
k

é um quatérnio unitário e sendo −→v = (x, y, z) que pode ser associado ao quatérnio puro v =

0 + xi+ yj + zk temos

Rq(v) =



0 −
√

5

5

2
√

5

5

√
5

5

4

5

2

5

−2
√

5

5

2

5

1

5




x

y

z

 .

A matriz anterior também representa uma rotação do vetor −→v = (x, y, z) no espaço

tridimensional, mas precisamos de elementos adicionais para descrever com mais precisão essa

rotação. Adiante retornaremos a esse exemplo para analisar qual rotação essa matriz representa.

Para mostrar que a imagem de v pelo operador Rq(v) representa uma rotação no espaço

para o vetor mostraremos a seguir que esse operador preserva a norma do vetor em R3. Para

isso demonstraremos a igualdade a seguir.

Proposição 10. Dados q, r ∈ H vale

|qr| = |q||r|.

Prova. Sejam q = q0 +−→v e r = r0 +−→u . Temos

|qr|2 = |(q0 +−→v )(r0 +−→u )|2
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= |(q0r0 − 〈−→v ,−→u 〉) + (q0
−→u + r0

−→v +−→v ∧ −→u )|2.

A partir da igualdade anterior, usando a definição de módulo de quatérnio e módulo

de vetor de R3, podemos escrever

|qr|2 = (q0r0 − 〈−→v ,−→u 〉)2 + |(q0−→u + r0
−→v +−→v ∧ −→u )|2. (5)

Na equação (5), lembramos mais uma vez que, −→u ∧ −→v é simultaneamente ortogonal

a −→u e −→v , e também o é para qualquer combinação linear dos dois vetores BOULOS & CA-

MARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), o que nos diz que

|q0−→u + r0
−→v +−→v ∧ −→u |2 = |q0−→u + r0

−→v |2 + |−→v ∧ −→u |2.

Retornando essa igualdade a (5) e expandindo também o quadrado da diferença che-

gamos a

|qr|2 = q20r
2
0 − 2q0r0〈−→v ,−→u 〉+ 〈−→v ,−→u 〉2 + |q0−→u + r0

−→v |2 + |−→v ∧ −→u |2. (6)

Das definições de produto interno e produto vetorial de R3 temos

〈−→v ,−→u 〉2 + |−→v ∧ −→u |2 = |−→v |2|−→u |2

e, trabalhando com a norma da combinação linear colocando na forma de produto interno,

conseguimos

|q0−→u + r0
−→v |2 = 〈q0−→u + r0

−→v , q0−→u + r0
−→v 〉

= q20|−→u |2 + 2q0r0〈−→u ,−→v 〉+ r20|−→v |2.

Substituindo as duas ultimas igualdades em (6) teremos

|qr|2 = q20r
2
0 + q20|−→u |2 + r20|−→v |2 + |−→v |2|−→u |2

= q20(r20 + |−→u |2) + |−→v |2(r20 + |−→u |2)

= (q20 + |−→v |2)(r20 + |−→u |2)

= |q|2|r|2,

de onde extraindo a raiz temos |qr| = |q||r|

Com a proposição 10, considerando que o módulo de um quatérnio puro coincide com a

norma de vetores de R3 e que o módulo do quatérnio q é igual ao módulo do quatérnio conjugado

q, podemos verificar que o operador Rq preserva a norma de vetores. De fato

|Rq(v)| = |qvq| = |q||v||q| = |v|,

lembrando que q é um quatérnio unitário.

O próximo teorema mostra como é a atuação geométrica do operador Rq no vetor v.
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Proposição 11. Dado q = q0 +−→u ∈ S3, então, o vetor λ−→u é invariante por Rq para qualquer

λ ∈ R.

Prova. Considere a expressão de Rq dada por (3), reescrevendo para Rq(λ
−→u ) teremos

Rq(λ
−→u ) = (q20 − |−→u |2)

−→
λu+ 2〈−→u ,

−→
λu〉−→u + 2q0(

−→u ∧
−→
λu).

Na expressão acima podemos observar que −→u ∧ λ−→u =
−→
0 por ser o produto vetorial

de dois vetores paralelos e além disso, 2〈−→u , λ−→u 〉−→u = 2|−→u |2λ−→u . Com essas últimas identidades

chegamos a

Rq(λ
−→u ) = (q20 + |−→u |2)λ−→u .

Como q ∈ S3 temos (q20 + |−→u |2) = |q|2 = 1 e portanto

Rq(λ
−→u ) = λ−→u

Teorema 12. Dado q = q0 +−→u ∈ S3, tal que,

q = q0 +−→u = cos

(
θ

2

)
+ sen

(
θ

2

) −→u
|−→u |

com −→u 6= −→0 , a parte vetorial −→w de Rq(
−→v ) = q−→v q = 0 +−→w é a rotação de −→v de um angulo θ

em torno do eixo gerado por −→u , onde θ = 2 · arccos(q0) ∈ [0, 2π)

Prova. Chamemos de V o espaço vetorial gerado pelo vetor −→u e V ⊥ o complemento ortogonal

de V e −→v ∈ R3. Vamos escrever o vetor −→v em duas componentes ortogonais, o vetor −→a na

direção de −→u , isso nos diz que, −→a = λ−→u , para algum λ ∈ R e o vetor
−→
b perpendicular ao vetor

−→u , logo −→v pode ser escrito como

−→v = −→a +
−→
b = λ−→u +

−→
b com λ ∈ R.

Como −→v ∈ R3, −→v está associado com um quatérnio puro e, da última igualdade

podemos escrever

Rq(
−→v ) = Rq(

−→a +
−→
b ) = Rq(

−→a ) +Rq(
−→
b ),

onde a última igualdade vem do fato de R ser operador linear por (4).

Usando a proposição 11, teremos que Rq(
−→a ) = −→a , temos

Rq(
−→v ) = −→a +Rq(

−→
b ). (7)
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u

a v R( v )

R( b )

c

b
q

Figura 1: Ação do operador R sobre −→v

Voltaremos nossa atenção para Rq(
−→
b ), usando para o operador a expressão (3) chega-

mos a

Rq(
−→
b ) = q

−→
b q = (q20 − |−→u |2)

−→
b + 2−→u 〈−→u ,

−→
b 〉+ 2q0(

−→u ∧
−→
b ),

onde podemos observar que −→u ⊥
−→
b o que nos dá que 〈−→u ,

−→
b 〉 = 0 e essa expressão pode ser

reescrita como

Rq(
−→
b ) = q

−→
b q = (q20 − |−→u |2)

−→
b + 2q0(

−→u ∧
−→
b ).

Vamos reescrever a segunda parcela da soma 2q0(
−→u ∧

−→
b ) = 2q0|−→u |

( −→u
|−→u |
∧
−→
b

)
e

chamemos −→c =

( −→u
|−→u |
∧
−→
b

)
, nesse caso, nossa igualdade se torna

Rq(
−→
b ) = (q20 − |−→u |2)

−→
b + 2q0|−→u |−→c . (8)

Observe que o vetor −→c é elemento de V ⊥.

Como o quatérnio q é unitário, |q| = q20 + |−→u |2 = 1, usando a identidade trigonométrica

fundamental e o fato que existe um único θ ∈ [0, 2π) tal que

q0 = cos

(
θ

2

)
e |−→u | = sen

(
θ

2

)
Retornando essas informações para (8) temos

Rq(
−→
b ) =

(
cos2

(
θ

2

)
− sen2

(
θ

2

))
−→
b + 2 cos

(
θ

2

)
sen

(
θ

2

)
−→c

= cos(θ)
−→
b + sen(θ)−→c

=
−→
b cos θ +−→c sen θ,

que representa a rotação do vetor
−→
b em torno do eixo gerado pelo vetor −→u de um ângulo θ em

V ⊥. Usando esse último resultado em conjunto com (7), podemos concluir que Rq(
−→v ), como

vetor, representa a rotação do vetor −→v , um angulo θ, em torno do eixo gerado por −→u .
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Exemplo 3. Para representar a rotação do vetor −→v = (1, 0, 1) em torno do eixo gerado por
−→u = (0, 2, 1) de um angulo de

π

2
, vamos construir o quatérnio segundo o enunciado do teorema

12.

Temos

|−→u | =
√

02 + 22 + 12 =
√

5

e −→u
|−→u |

=

(
0,

2√
5
,

1√
5

)
.

O que nos leva a

q = q cos

(
θ

2

)
+ sen

(
θ

2

) −→u
|−→u |

= cos
(π

4

)
+ sen

(π
4

)(
0,

2√
5
,

1√
5

)
=

√
2

2
+

√
2

2

(
0,

2√
5
,

1√
5

)
=

√
2

2
+

(
0,

√
2

5
,

√
10

10

)

=

√
2

2
+

√
2

5
j +

√
10

10
k. (9)

A expressão (9) é o mesmo quatérnio mencionado no exemplo 2. Aqui damos o signifi-

cado para a matriz do referido exemplo, essa matriz representa a rotação de um vetor em torno

do eixo gerado por (0, 2, 1) de um angulo de
π

2
. O exemplo 2 nos diz que qvq pode ser calculado

pelo produto de matrizes

0 −
√

5

5

2
√

5

5

√
5

5

4

5

2

5

−2
√

5

5

2

5

1

5




1

0

1

 =



2
√

5

5

√
5 + 2

5

1− 2
√

5

5


.

Observe que −→w = Rq(v) =

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)
e −→v = (1, 0, 1) tem a mesma

norma,

|−→v | =
√

12 + 12 =
√

2,

|−→w | =

√√√√(2
√

5

5

)2

+

(√
5 + 2

5

)2

+

(
1− 2

√
5

5

)2

=

√
20

25
+

5 + 4
√

5 + 4

25
+

1− 4
√

5 + 20

25
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=

√
50

25
=
√

2

e para verificar que −→w é a rotação de −→v um angulo de
π

2
em torno do eixo gerado por −→u ,

calculemos o angulo entre as projeções de −→w e −→v no espaço ortogonal ao subespaço gerado por
−→u , sejam −→w0 e −→v0 essas projeções, temos

−→v0 = Proj(0,2,1)(1, 0, 1)− (1, 0, 1)

=

〈
(0, 2, 1), (1, 0, 1)

〉
5

(0, 2, 1)− (1, 0, 1)

=

(
0,

2

5
,
1

5

)
− (1, 0, 1)

=

(
−1,

2

5
,−4

5

)
e

−→w0 = Proj(0,2,1)

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)
−

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)

=

〈
(0, 2, 1),

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)〉
5

(0, 2, 1)−

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)

=

(
0,

2

5
,
1

5

)
−

(
2
√

5

5
,

√
5 + 2

5
,
1− 2

√
5

5

)

=

(
−2
√

5

5
,−
√

5

5
,
2
√

5

5

)
.

Finalmente, para concluir que o angulo entre −→v0 e −→w0 é
π

2
, calculemos o produto escalar〈(

−1,
2

5
,−4

5

)
,

(
−2
√

5

5
,−
√

5

5
,
2
√

5

5

)〉
=

2
√

5

5
− 2
√

5

25
− 8
√

5

25
=

10
√

5

25
− 10

√
5

25
= 0,

o que verifica o desejado.

Conclusões

O Teorema 12 nos diz que a rotação de um vetor −→v um angulo θ em torno de um eixo

unitário −→u pode ser representada pela multiplicação de quatérnios

q−→v q

onde

q = cos

(
θ

2

)
+ sen

(
θ

2

)
−→u
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que ainda, conforme a dedução em (4), quando representamos o quatérnio q na forma q =

a+ bi+ cj + dk, a rotação pode ser representada pela multiplicação de matrizes
a2 + b2 − c2 − d2 2(bc− ad) 2(bd+ ac)

2(bc+ ad) a2 − b2 + c2 − d2 2(cd− ab)
2(bd− ac) 2(cd+ ab) a2 − b2 − c2 + d2

−→v .
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v.1, n.1, p. 44-98, dispońıvel em http://www.dma.uem.br/kit/jeepema-1/art6_1701.pdf.

Acesso em: 15 de ago. 2022.

HAMILTON, W. R.. On quaternions; or on a new system of imaginaries in algebra. The

London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science 25, no 163

(1844): 2000.

HANSON, A. J.. Visualizing quaternions. In ACM SIGGRAPH 2005 Courses, 1-es. Canada:

Association for Computing Machinery, New York, NY, United States, 2005. Dispońıvel em
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Resumo: As condições de Karush-Kuhn-Tucker são conhecidas por oferecerem uma
condição necessária na busca de soluções para problemas da otimização mono objeti-
vos, sujeitos a restrições de desigualdades. No entanto, essas condições sozinhas são
insuficientes para garantir o status de condição de otimalidade. Para corrigir essa
debilidade, são necessárias condições de qualificações que permitem a verificação de
KKT. Neste trabalho utilizamos algumas das heranças de um vetor derivada dado
pelo Teorema da Função Impĺıcita, com objetivo de provar as condições de KKT à
luz da qualificação de Independência Linear dos gradientes das restrições.

Palavras-chave: Otimização; Karush-Kuhn-Tucker; Condição de Qualificação.

1 Introdução

Otimização Matemática é a arte de, com base em algum critério, determinar o melhor

elemento em um conjunto de alternativas dado. Mais especificamente, um problema de oti-

mização consiste em minimizar ou maximizar uma determinada função f , denominada função ob-

jetivo, sujeita a determinadas condições Ω, denominadas restrições (RIBEIRO; KARAS, 2013).

É usualmente escrito na forma
minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω,
(1)

com o denominado conjunto viável Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0 e gj(x) ≤ 0}, h : Rn → Rm,

gj : Rn → R para j ∈ {1, 2, . . . , p} e f : Rn −→ R funções diferenciáveis. Quando o conjunto Ω é

o espaço n−dimensional, o problema de otimização é dito irrestrito. Se a função objetivo, ou uma

das funções que descrevem as restrições é não linear, então o problema é dito de Programação

Não Linear.

Na otimização irrestrita, as condições necessárias e suficientes de primeira e segunda

ordem são formuladas a partir das derivadas da função objetivo, não necessitando de hipóteses

adicionais em seus enunciados para torná-las condições de otimalidade (RIBEIRO; KARAS,

2013). Já na otimização restrita, segundo Marchand (2016), quando (1) tem somente restrições

de igualdades, o matemático Joseph Louis Lagrange mostrou que se x0 ∈ Ω é solução do pro-

blema, como consequência existirão vetores λ ∈ Rm e µ ∈ Rp, conhecidos como multiplicadores

de Lagrange, de modo que podemos escrever ∇f(x0) como uma combinação linear dos vetores

gradientes das restrições aplicados nesse ponto, isto é,

∇f(x0) +
m∑
i=1

λi∇hi(x0) +

p∑
j=1

µj∇gj(x0) = 0.
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Esta condição é conhecida como condição de otimalidade de Lagrange, reiterando que

vale apenas quando as restrições do Problema (1) são de igualdades. Para um problema com

restrições gerais de igualdades e desigualdades, alguns elementos devem ser inseridos na otima-

lidade para obtermos as denominadas condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) que é o objeto

de estudo desse trabalho.

Sendo considerado por muitos estudiosos como o resultado central da Otimização, o teo-

rema de KKT é constitúıdo por testes de primeira derivadas, denominadas também de condições

necessárias de primeira ordem para a solução de um problema geral de otimização não linear,

sob alguma condição de qualificação. Entendemos aqui que condição de qualificação é qualquer

hipótese que permite demonstrar as condições de KKT.

Ainda antes da década de 50, as condições de otimalidade foram estudadas para o

Problema (1) com as restrições Ω gerais de desigualdades primeiro por Fritz John (JOHN, 1948)

e, em seguida, por Harold W. Kuhn e Albert W. Tucker (KUHN; TUCKER, 1951). Mais tarde

descobriu-se que estas condições de Kuhn-Tucker já haviam sido estabelecidas anteriormente

por William Karush em sua dissertação de mestrado pelo Departamento de Matemática da

Universidade de Chicago (HAESER, 2015). Hoje, as condições de otimalidade para restrições

gerais são conhecidas como condições de KKT (Karush-Kuhn-Tucker).

Uma das hipóteses mais conhecidas, e a que será nosso foco, é a Condição de Quali-

ficação de Independência Linear (LICQ). Essa condição se caracteriza por sua simplicidade, mas

tem a desvantagem de ser uma hipótese muito forte para garantir KKT. Assim, existem diversos

problemas que cumprem KKT, mas LICQ não é satisfeita, como mostrado ao final do artigo.

O objetivo neste texto é ir de Lagrange à KKT, utilizando propriedades de um vetor

tangente dado pelo Teorema da Função Impĺıcita, diferenciando pontualmente a demonstração

apresentada neste trabalho, daquela apresentada em Luenberger (2008), quando a condição de

qualificação é a de Independência Linear das restrições (LICQ). Não obstante, o texto deixa

completo uma demonstração de KKT desde o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

2 Introdução à Otimização

Nesta seção apresentamos alguns conceitos e resultados de Otimização e de Análise no

Rn fundamentais para compreender e utilizar o teorema de KKT. Supomos que os resultados

clássicos da Álgebra Linear sejam conhecidos, como por exemplo os teoremas de núcleo imagem

e soma direta. Informações mais detalhadas podem ser encontradas em Elon (2004), Luenberger

(2008), Ribeiro e Karas (2013) e Steinbruch (1987).

Definição 1. (Minimizador global/local) Considere uma função f : Ω ⊂ Rn → R e x0 ∈ Ω.

Dizemos que x0 é um minimizador local de f em Ω quando existe δ > 0, tal que f(x0) ≤ f(x),

para todo x ∈ B(x0, δ) ∩ Ω. Caso f(x0) ≤ f(x), para todo x ∈ Ω, x0 é dito minimizador global

de f em Ω.
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Observemos que um ponto de mı́nimo global é sempre um ponto de mı́nimo local, e

dentre todos os pontos de mı́nimos locais, podemos ter um ou mais que são pontos de mı́nimo

global.

De acordo com Haeser (2015), o termo condição de otimalidade é usado para se referir

a qualquer condição satisfeita por uma solução de (1). Logo, por exemplo, a viabilidade ou a

otimalidade local são condições de otimalidade. Identificar um ponto de mı́nimo local é muito

dif́ıcil, por isso precisamos procurar por pontos que validem alguma propriedade que também é

validada pelos mı́nimos locais. Isto é feito para o caso irrestrito na próxima definição, o que é

também exemplo, portanto, de condição de otimalidade.

Definição 2. (Ponto estacionário) Seja f : Rn → R uma função continuamente diferenciável,

em x0 ∈ Rn e satisfaz a condição de ∇f(x0) = 0, então x0 é dito ser um ponto cŕıtico (ou

estacionário) de f .

Conjuntos compactos carregam propriedades relevantes na otimização.

Definição 3 (Conjunto Compacto). Um conjunto Ω ⊂ Rn é compacto quando Ω é fechado e

limitado.

O próximo resultado garante que, se uma função for cont́ınua em um conjunto com-

pacto, então ela assume um valor máximo e um valor mı́nimo global nesse compacto. Esse

teorema é utilizado na comprovação da existência de extremos globais para o Teorema dos

multiplicadores de Lagrange e até de KKT.

Teorema 4 (Teorema de Weierstrass). Sejam f : Ω ⊂ Rn → R cont́ınua e Ω compacto e não

vazio. Então existe minimizador global de f em Ω.

Prova. Em Ribeiro e Karas (2013).

Na demonstração do Teorema de KKT apresentada neste texto, precisamos de resul-

tados sobre planos tangentes a alguma superf́ıcie (hiperf́ıcie de ńıvel zero) em um determinado

ponto.

Definição 5. Um vetor que é ortogonal a todo vetor que seja tangente a alguma curva C da

superf́ıcie S no ponto p é denominado de vetor normal a S no ponto p.

Teorema 6. Seja f : Rn → R e a equação de uma superf́ıcie S for dada por f(x) = 0, com

todas as derivadas parciais cont́ınuas e nem todas nulas no ponto p ∈ Rn em S, então o vetor

normal a S no ponto p será ∇f(p).

Prova. Fixado p ∈ S, devemos mostrar que ∇f(p) é ortogonal a S, isto é, mostrar que ∇f(p) é

ortogonal a qualquer curva diferenciável sobre S que passe por p.

Considere r(t) = (r1(t), r2(t), . . . , rn(t)) uma curva diferenciável qualquer sobre S pas-

sando por p. Logo, por estar sobre S, a curva r(t) satisfaz a f(r1(t), r2(t), . . . , rn(t)) = 0, e
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suponha r(t0) = p. Derivando a equação f(r1(t), r2(t), . . . , rn(t)) = 0 em relação a t, teremos

∂f(x)

∂r1

dr1(t)

dt
+
∂f(x)

∂r2

dr2(t)

dt
+ · · ·+ ∂f(x)

∂rn

drn(t)

dt
= 0.

Calculando em t0, obtemos〈(
∂f(p)

∂r1
,
∂f(p)

∂r2
, . . . ,

∂f(p)

∂rn

)
,

(
dr1(t0)

dt
,
dr2(t0)

dt
, . . . ,

drn(t0)

dt

)〉
= 0,

que é 〈∇f(p), r′(t0)〉 = 0, portanto, ∇f(p) ⊥ r′(t0). Assim, ∇f(p) é ortogonal a todos os vetores

tangentes a S no ponto p.

Em seguida, introduzimos o conceito de direção de descida que é o vetor no qual a

função estudada sempre decresce.

Definição 7. Considere uma função f : Rn → R, um ponto x ∈ Rn e um vetor direção

d ∈ Rn−{0}. Dizemos que d é direção de descida para f , a partir de x, quando existe um θ > 0

tal que f(x+ td) < f(x),∀ t ∈ (0, θ).

O próximo resultado caracteriza direção de descida, a partir do vetor gradiente.

Teorema 8. Se f é diferenciável em x e ∇f(x)Td < 0 então d é uma direção de descida para

f , a partir de x.

Prova. Em Ribeiro e Karas (2013).

A seguir apresentamos o Teorema da Função Impĺıcita que é utilizado na demonstração

dos teoremas de multiplicadores de Lagrange em otimização de problemas com restrição de

igualdade, e que é essencial para estabelecer o teorema de KKT com restrições gerais. Esse

teorema caracteriza as condições locais para que de uma relação G(x, y) = 0, com x ∈ Rn e

y ∈ R, consigamos definir y = y(x). A prova do Teorema da Função Impĺıcita pode ser feita a

partir do Teorema da Função Inversa, ou independente deste. Mais detalhes em Elon (2004).

Teorema 9 (Teorema da Função Impĺıcita). Seja G : Rk × Rm → Rm uma função de classe

C1. Suponha que G(x, y) = 0 e ∣∣∣∣∂G(x, y)

∂y

∣∣∣∣ 6= 0.

Então, existe um aberto W ⊂ Rk e ϕ : W → Rm função de classe C1 tais que

I) x ∈W e ϕ(x) = y

II) G(x, ϕ(x)) = 0, ∀ x ∈W .

Prova. Em Elon (2004).

O próximo resultado é uma consequência do Teorema da Função Impĺıcita, e ga-

rante a existência de uma curva diferenciável em uma superf́ıcie formada por Hi(x) = 0, ∀i ∈
{1, 2, . . . ,m}. Usaremos esse resultado mais a frente quando definimos plano tangente e prova-

mos o Teorema de KKT.
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Corolário 10. Sejam H : Rn → Rm, os vetores x e d pertencentes ao Rn e o conjunto de ı́ndices

da função H sendo ν = {1, 2, . . . ,m} com m < n, tais que Hν(x) = 0 e ∇Hi(x)Td = 0, para

todo i ∈ ν. Suponha que os gradientes ∇Hi(x), i ∈ ν, sejam Linearmente Independentes. Então,

existe uma curva diferenciável ϕ : (−ε, ε) → Rn tal que Hν(ϕ(t)) = 0, para todo t ∈ (−ε, ε),
ϕ(0) = x e ϕ′(0) = d.

Prova. Consideramos x = (x1, x2, . . . , xn−m, . . . , xn). Temos que a matriz

M = (∇H1(x) · · · ∇Hm(x))T =



∂H1(x)

∂x1

∂H2(x)

∂x1
· · · ∂Hm(x)

∂x1
∂H1(x)

∂x2

∂H2(x)

∂x2
· · · ∂Hm(x)

∂x2
...

...
. . .

...
∂H1(x)

∂xn

∂H2(x)

∂xn
· · · ∂Hm(x)

∂xn


∈ Rn×m,

têm posto m, pois todos esses vetores gradientes são Linearmente Independentes.

Pelo Teorema do núcleo e imagem, a dimensão do núcleo de MT é igual a

dim (Nuc (MT )) = n−m.

Então, podemos afirmar que existe uma matriz Z ∈ Rn×(n−m), cujas colunas geram o núcleo da

matriz MT . Aplicando o complementar na igualdade Nuc (MT )⊥ = Im (M), obtemos

(Nuc (MT )⊥)⊥ = Im (M)⊥ ⇒ Nuc (MT ) = Im (M)⊥ ⊆ Rn,

logo pelo teorema da soma direta, temos da equação anterior que

Rn = Nuc (MT )⊕Nuc (MT )⊥ = Nuc (MT )⊕ Im (M).

Portanto, a matriz (MZ)n×n gera o Rn, já que dim (Im (M)) = m e dim (Z) = n − m =

dim (Nuc (MT )).

Como (MZ) gera o Rn, então ela tem colunas LI e, portanto, é inverśıvel. Definimos a

seguinte função auxiliar, G : Rn+1 → Rn dada por

G

(
x

t

)
=

(
Hν(x)

ZT (x− x− td)

)
=



H1(x)

H2(x)
...

Hm(x)

ZT (x− (x+ td))


∈ Rn.

Como
∂G

∂x

(
x

t

)
=


∇H1(x)

...

∇Hm(x)

ZT

 = (MZ) é inverśıvel e G

(
x

0

)
= 0, o Teorema 9

(Teorema da Função Impĺıcita) garante a existência de uma curva diferenciável ϕ : (−ε, ε)→ Rn
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tal que G

(
ϕ(t)

t

)
= 0, para todo t ∈ (−ε, ε). Assim,

Hν(ϕ(t)) = 0 e ZT (ϕ(t)− x− td) = 0.

Segue do Teorema da Função Impĺıcita que ϕ(0) = x. Derivando a equação Hν(ϕ(t)) =

0 em t = 0, obtemos

∂H1(x)

∂x1
∗ dϕ1(0)

dt
+
∂H1(x)

∂x2
∗ dϕ2(0)

dt
+ · · ·+ ∂H1(x)

∂xn
∗ dϕn(0)

dt
∂H2(x)

∂x1
∗ dϕ1(0)

dt
+
∂H2(x)

∂x2
∗ dϕ2(0)

dt
+ · · ·+ ∂H2(x)

∂xn
∗ dϕn(0)

dt
...

∂Hm(x)

∂x1
∗ dϕ1(0)

dt
+
∂Hm(x)

∂x2
∗ dϕ2(0)

dt
+ · · ·+ ∂Hm(x)

∂xn
∗ dϕn(0)

dt


=


∇H1(x)ϕ′(0)

∇H2(x)ϕ′(0)
...

∇Hm(x)ϕ′(0)

 =

MT ∗ ϕ′(0) = 0.

Dividindo a segunda equação ZT (ϕ(t) − x − td) = 0 por t 6= 0 e tomando o limite

quando t→ 0, vamos ter limt→0 Z
T (
ϕ(t)

t
− ϕ(0)

t
− td

t
) = ZT (ϕ′(0)− d) = 0. Como por hipótese

MTd = 0, igualando as duas últimas equações, obtemos(
MT

ZT

)
ϕ′(0) =

(
MT

ZT

)
d,

donde segue que ϕ′(0) = d, completando a prova.

Desenvolvido pelo Matemático franco-italiano Joseph Louis Lagrange, o Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange permite transformar um problema de otimização com restrições de

igualdades em um problema da otimização irrestrita, essa modificação é realizada pela inserção

dos multiplicadores de Lagrange.

A partir desse teorema, um problema com n variáveis e m restrições de igualdades

pode ser transformado em um problema irrestrito com n+m variáveis (MARCHAND, 2016). O

Teorema de KKT procura unir tanto a otimização irrestrita ao procurar por mı́nimos locais no

interior de Ω quanto a otimização com restrições de igualdades ao buscar também por mı́nimos

locais na fronteira desse conjunto, isto é, onde as restrições de igualdades são satisfeitas. Neste

contexto, podemos dizer que KKT foi desenvolvido usando o Teorema dos Multiplicadores La-

grange como base, uma vez que ambos compartilham algumas propriedades, dentre elas, como

veremos adiante, a mesma condição de regularidade.

Com os resultados apresentados até este momento podemos provar o Teorema dos

Multiplicadores de Lagrange para o caso geral com m restrições de igualdades. A demonstração

apresentada aqui foi retirada de William (2013), onde para simplificar notação, a condição de

regularidade no Teorema 11 foi tomada considerando as m primeiras variáveis.

Teorema 11 (Multiplicadores de Lagrange - m restrições). Sejam f, g : D ⊂ Rn → R funções

diferenciáveis de classe C1. Suponha que n > m. Se x0 é ponto de extremo local de f sujeito as
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restrições g1(x) = 0, g2(x) = 0, g3(x) = 0, . . ., gm(x) = 0, mais a condição de regularidade∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1(x
0)

∂x1
· · · ∂g1(x

0)

∂xm
...

. . .
...

∂gm(x0)

∂x1
· · · ∂gm(x0)

∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (2)

Então existem as constantes reais λ1, λ2, · · · , λm tais que para 1 ≤ i ≤ n,

∂f(x0)

∂xi
− λ1

∂g1(x
0)

∂xi
− λ2

∂g2(x
0)

∂xi
− · · · − λm

∂gm(x0)

∂xi
= 0. (3)

Prova. Denotamos u = (xm+1, xm+2, · · · , xn) e u0 = (x0m+1, x
0
m+2, . . . , x

0
n).

De (2), o Teorema 9 afirma que existem funções com derivadas cont́ınuas ϕ`(u), 1 ≤
` ≤ m, definidas numa vizinhança W ⊂ Rn−m do ponto u0, de tal modo que

(ϕ1(u), ϕ2(u), . . . , ϕm(u), u) ∈ D,∀ u ∈W,

(ϕ1(u
0), ϕ2(u

0), . . . , ϕm(u0), u0) = x0, (4)

e

g`(ϕ1(u), ϕ2(u), . . . , ϕm(u), u) = 0, u ∈W, 1 ≤ ` ≤ m. (5)

Novamente de (2), temos o sistema

∂g1(x
0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x2
· · · ∂g1(x

0)

∂xm
∂g2(x

0)

∂x1

∂g2(x
0)

∂x2
· · · ∂g2(x

0)

∂xm
...

...
. . .

...

∂gm(x0)

∂x1

∂gm(x0)

∂x2
· · · ∂gm(x0)

∂xm




λ1

λ2
...

λm

 =


fx1(x0)

fx2(x0)
...

fxm(x0)

 (6)

que possui solução única. Isso implica em

∂f(x0)

∂xi
− λ1

∂g1(x
0)

∂xi
− λ2

∂g2(x
0)

∂xi
− · · · − λm

∂gm(x0)

∂xi
= 0

para todo 1 ≤ i ≤ m. Agora se m + 1 ≤ i ≤ n, derivamos (5) seguindo a regra da cadeia e

utilizando (4) obtemos

∂g`(x
0)

∂xi
+

m∑
j=1

∂g`(x
0)

∂xj

∂ϕj(x
0)

∂xi
= 0, 1 ≤ ` ≤ m. (7)

Se x0 é um ponto de extremo local de f restrita aos pontos de g1(x) = 0, g2(x) = 0,

. . ., gm(x) = 0, então u0 é um ponto de extremo local irrestrito de

f(ϕ1(u), ϕ2(u), . . . , ϕm(u), u).
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Assim, temos que

∂f(x0)

∂xi
+

m∑
j=1

∂f(x0)

∂xj

∂ϕj(x
0)

∂xi
= 0, 1 ≤ ` ≤ m. (8)

Das últimas equações (7) e (8), vamos ter a seguinte matriz com o seu determinante

igual a zero ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f(x0)

∂xi

∂f(x0)

∂x1
· · · ∂f(x0)

∂xm
∂g1(x

0)

∂xi

∂g1(x
0)

∂x1
· · · ∂g1(x

0)

∂xm
...

...
. . .

...

∂gm(x0)

∂xi

∂gm(x0)

∂x1
· · · ∂gm(x0)

∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Portanto, existem constantes reais c0, c1, c2, c3, . . . , cm, nem todas iguais a zero, tais

que 

∂f(x0)

∂xi

∂g1(x
0)

∂xi
· · · ∂gm(x0)

∂xi
∂f(x0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x1
· · · ∂gm(x0)

∂x1
...

...
. . .

...

∂f(x0)

∂xm

∂g1(x
0)

∂xm
· · · ∂gm(x0)

∂xm




c0

c1
...

cm

 =


0

0
...

0

 . (9)

Se c0 = 0, então

∂g1(x
0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x2
· · · ∂g1(x

0)

∂xm
∂g2(x

0)

∂x1

∂g2(x
0)

∂x2
· · · ∂g2(x

0)

∂xm
...

...
. . .

...

∂gm(x0)

∂x1

∂gm(x0)

∂x2
· · · ∂gm(x0)

∂xm




c1

c2
...

cm

 =


0

0
...

0

 ,

e (2) implica que c1 = c2 = c3 = · · · = cm = 0. Portanto, podemos supor que c0 = 1 em uma

solução não trivial de (9). Assim, obtemos

∂f(x0)

∂xi

∂g1(x
0)

∂xi
· · · ∂gm(x0)

∂xi
∂f(x0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x1
· · · ∂gm(x0)

∂x1
...

...
. . .

...

∂f(x0)

∂xm

∂g1(x
0)

∂xm
· · · ∂gm(x0)

∂xm




1

c1
...

cm

 =


0

0
...

0

 , (10)
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que implica em

∂g1(x
0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x2
· · · ∂g1(x

0)

∂xm
∂g2(x

0)

∂x1

∂g2(x
0)

∂x2
· · · ∂g2(x

0)

∂xm
...

...
. . .

...

∂gm(x0)

∂x1

∂gm(x0)

∂x2
· · · ∂gm(x0)

∂xm




−c1
−c2

...

−cm

 =


fx1(x0)

fx2(x0)
...

fxm(x0)

 ,

E como (6) têm apenas uma solução, isso significa que cj = −λj , 1 ≤ j ≤ m, então de

(10) teremos 

∂f(x0)

∂xi

∂g1(x
0)

∂xi
· · · ∂gm(x0)

∂xi
∂f(x0)

∂x1

∂g1(x
0)

∂x1
· · · ∂gm(x0)

∂x1
...

...
. . .

...

∂f(x0)

∂xm

∂g1(x
0)

∂xm
· · · ∂gm(x0)

∂xm




1

−λ1
...

−λm

 =


0

0
...

0

 .

Calculando a multiplicação na primeira linha nesta última igualdade obtemos (3), o

que completa a prova.

3 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Nesta seção temos interesse no problema de otimização com restrições gerais de igual-

dades e desigualdades dado na forma

minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω
(11)

com Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0 e g(x) ≤ 0} tal que f : Ω ⊂ Rn → R, g : Rn → Rp e h : Rn → Rm

são funções de classe C1. As principais referências utilizadas nesta seção foram Luenberger

(2008), Mart́ınez (2006) e Ribeiro e Karas (2013).

Durante esta seção, quando nos referirmos às funções f , h e g, estaremos supondo que

sejam definidas como no problema (11).

Definição 12 (Restrições ativas e inativas). Uma restrição de desigualdade é denominada ativa

se gi(x) = 0 e inativa se gi(x) < 0, para todo i ∈ {1, 2, . . . , p}.

Formalizamos agora a definição da condição de qualificação de Independência Linear

(LICQ). Esta condição é muito utilizada, e dentre os motivos que podem explicar esta fama estão

o fato de que pode ser facilmente enunciada e verificada, e também, por ser utilizada na análise

de diversos algoritmos práticos como, por exemplo, o algoritmo de Lagrangeano aumentado

apresentado em Mart́ınez (2006).
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Definição 13. (Condição de Qualificação de Independência Linear - LICQ) Um ponto x ∈ Ω

é um ponto regular (LICQ) das restrições h(x) = 0 e g(x) ≤ 0, se os vetores ∇hi(x) para i ∈
{1, 2, . . . ,m} e ∇gj(x) para j ∈ J(x) são Linearmente Independentes, onde J(x) = {j | gj(x) =

0} é o conjunto das restrições ativas de g em x.

Notemos que, quando esta condição de regularidade (ou qualificação) LICQ é satisfeita,

nenhum dos gradientes das restrições ativas podem ser nulo.

Vamos considerar agora uma hiperf́ıcie S = {x ∈ Rn |hi(x) = 0, ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m}},
ela será dita suave quando todo hi(x) for de classe C1. Seja x um ponto pertencente a essa

hiperf́ıcie suave, podemos considerar um plano T passando por ele e tangenciando S. Na Figura

1 podemos observar essa situação em três dimensões. Formalizamos o conceito de plano T

tangente a S no ponto x, definindo curvas nessa superf́ıcie. Uma curva em uma superf́ıcie é

uma famı́lia de pontos ϕ(t) ⊂ S continuamente parametrizada por t ∈ (−δ, δ). Essa curva é

diferenciável se ϕ′(t) =
dϕ(t)

dt
existir, e duas vezes diferenciável se ϕ′′(t) =

d2ϕ(t)

dt2
existir. Vamos

dizer que ϕ(t) passe por x quando t = 0, com −δ ≤ t ≤ δ. Logo, a derivada da curva em x

é ϕ′(0). Tome agora todas as curvas diferenciáveis em S passando pelo ponto x, a existência

dessas curvas é garantida pelo Teorema 9.

Definição 14 (Plano tangente). Definimos o plano T tangente a S no ponto x como a coleção

das derivadas neste ponto, de todas as curvas diferenciáveis passando por este ponto.

Figura 1: Plano tangente no espaço R3

Fonte: Autor (2022)

Notemos que T é um subespaço do Rn. Procuramos agora expressar o plano tangente

com as derivadas das funções hi = 0, ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m} no ponto x. Introduzindo o subespaço

M = {y ∈ Rn | ∇h(x)T y = 0}, vamos investigar as condições em que M é igual ao plano tangente

T , e a peça chave para essa igualdade é a regularidade de x.

Teorema 15. Em um ponto regular x da superf́ıcie S definida por h(x) = 0, o plano tangente

T é igual ao conjunto M = {y ∈ Rn | ∇h(x)T y = 0}.
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Prova. Devemos mostrar a prinćıpio que T ⊆ M e M ⊆ T . Dada uma curva diferenciável

qualquer ϕ(t) ⊂ S, com ϕ(0) = x e ϕ′(0) ∈ T . Independente de x ser regular ou não, como

∇h(x) é vetor normal ao plano tangente (Teorema 6), então ∇h(x)Tϕ′(0) = 0 e ϕ′(0) ∈ M , ou

seja, T ⊆M .

Através do Corolário 10, consideramos os vetores x e d ∈ Rn com ∇hi(x)Td = 0, ∀ i ∈
{1, 2, . . . ,m} sendo que todo ∇hi(x) é LI, ou seja, d ∈M e x é um ponto regular, então vamos

ter que ϕ(0) = x e ϕ′(0) = d, isto é, d vai ser um vetor tangente a alguma curva diferenciável

ϕ(t) passando por x em t = 0, indicando que pertence a T . Assim, M ⊆ T e, portanto, T = M ,

provando o teorema.

É importante observar que a condição de x ser um ponto regular não é uma condição

na própria superf́ıcie dada pelas restrições, mas sobre os vetores gradientes de sua representação

em termos de h(x). A formação do plano tangente T não depende de x ser regular ou não,

apenas da derivada das curvas diferenciáveis na superf́ıcie que passam por aquele ponto, já M

é formado a partir dos gradientes de h(x), dependendo do ponto ser regular para ser igual a T .

O próximo exemplo retirado de Luenberger (2008) mostra que a relação entre M e T

pode não ser de igualdade. Particularmente neste exemplo, escrevemos os vetores em linha para

simplificar a notação.

Exemplo 1. Considere a função γ(x, y) = x e a superf́ıcie S = {(x, y) ∈ R2 | γ(x, y) = 0} =

{(0, y) ∈ R2}. Como S é o eixo das ordenadas no plano cartesiano, o plano tangente T coincide

com essa superf́ıcie em qualquer ponto, isto é, T = R. Agora vamos calcular o conjunto M .

Como ∇γ(x, y) = (1, 0) 6= (0, 0), considere k = (k1, k2) ∈ R2 tal que k ∈M , então ∇γ(x, y)kT =

1 ∗k1 + 0 ∗k2 = 0. Assim, k1 = 0 e k2 ∈ R, ou seja, M = R. Logo, o plano tangente T = R = M

em qualquer ponto. No entanto, se considerarmos γ(x, y) = x2, a superf́ıcie S continua sendo

a mesma, mas ∇γ(x, y) = (2x, 0) e ∇γ(0, 0)kT = 0 implica em k1 e k2 poderem ser quaisquer

reais, ou seja, T 6= M = R2 no ponto (0, 0) ∈ M . Claramente o ponto (0, 0) não é regular, não

contrariando o Teorema 15.

Definição 16. Uma direção d ∈ Rn é denominada tangente ao conjunto Ω ⊂ Rn a partir de

x ∈ Ω quando é nula ou existe uma sequência de pontos viáveis (xk) ⊂ Ω tal que xk → x e

xk − x
‖xk − x‖

→ d

‖d‖
. (12)

O próximo lema garante que na hipótese de existência de uma curva diferenciável,

podemos obter uma convergência do tipo (12), mas, ainda, não é direção tangente.

Lema 17. Seja ϕ : (−ε, ε) → Rn uma curva diferenciável tal que ϕ(0) = x e ϕ′(0) = d. Então

existe uma sequência (xk) tal que xk → x e

xk − x
‖xk − x‖

→ d

‖d‖
.
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Prova. Temos que

lim
t→0

ϕ(t)− x
t

= lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= ϕ′(0) = d 6= 0.

Logo, ϕ(t) 6= x para todo t 6= 0 suficientemente pequeno. Tomamos uma sequência (tk) ⊂ R+,

com tk → 0 e definimos para todo k ∈ N, xk = ϕ(tk). Assim, xk → x e

xk − x
‖xk − x‖

=
xk − x
tk

tk
‖xk − x‖

→ d

‖d‖
,

completando a prova.

Como consequência deste lema, esta direção d não é de descida.

Lema 18. Seja ϕ : (−ε, ε)→ Rn uma curva diferenciável tal que ϕ(0) = x e ϕ′(0) = d. Sejam Ω

e f do Problema (11). Suponha x0 ∈ Ω um minimizador local da f em Ω. Então ∇f(x0)Td ≥ 0.

Prova. Pelo Lema 17, xk → x0 e
xk − x0

‖xk − x0‖
→ d

‖d‖
.

Por Taylor de primeira ordem, e pelo fato de x0 ser minimizador local da f , temos

0 ≤ f(xk)− f(x0) = ∇f(x0)T (xk − x0) + o(‖xk − x0‖),

para todo k suficientemente grande. Dividindo a expressão anterior por ‖xk − x0‖ e aplicando

o limite, obtemos que ∇f(x0)Td ≥ 0.

Podemos observar que, quando situamos esta curva diferenciável ϕ no conjunto viável

Ω de (11), este vetor d é uma direção tangente no sentido da Definiçao 16, e mais, pelo Lema 18,

esta direção não é de descida. Assim, temos todos os ingredientes para provar KKT sob LICQ.

Notamos que, com a hipótese LICQ, temos o Problema (11) nas hipóteses do Lema 18, apesar

que na demonstração de KKT iremos considerar um subconjunto de Ω para situar a curva ϕ.

Teorema 19 (Condições de Karush-Kuhn-Trucker). Sejam f : Ω ⊂ Rn → R, g : Rn → Rp e

h : Rn → Rm funções de classe C1, com Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0 e g(x) ≤ 0}. Tome x0 como

ponto de mı́nimo local para o problema de minimizar f sujeito a x ∈ Ω, e suponha que x0 é um

ponto regular para as restrições (LICQ). Então, existem vetores λ ∈ Rm e µ ∈ Rp com µ ≥ 0

tais que

∇f(x0) + λT∇h(x0) + µT∇g(x0) = 0 (13)

µT g(x0) = 0. (14)

Prova. Primeiramente, notamos que µ ≥ 0 e g(x0) ≤ 0, deixa (14) equivalente a afirmação de

que uma componente de µ vai ser diferente de zero somente se a restrição correspondente for

ativa. Essa é a chamada condição de complementariedade, se afirmado que gi(x
0) < 0 temos

que µi = 0 e se µi > 0 vamos ter gi(x
0) = 0, com i ∈ {1, 2, . . . , p}.
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Como x0 é um ponto de mı́nimo local sobre o conjunto das restrições Ω, então também

o é sobre o subconjunto de Ω, definindo as restrições ativas como zero. Assim, como x0 é

regular, pelo Teorema 11 para o problema com restrições de igualdade resultante definido em

uma vizinhança de x0, existem multiplicadores de Lagrange λ ∈ Rm e µ ∈ Rp satisfazendo

(13). Se gj(x
0) < 0, necessariamente µj = 0 para não atrapalhar a validade de (13). Como

consequência, (14) também vale.

Resta mostrar que o multiplicador µ satisfaz µi ≥ 0, ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p}. Suponhamos

por absurdo que exista uma coordenada µk < 0 de µ para algum k ∈ J(x0), sendo J(x0) o

conjunto de todas as restrições ativas de g em x0. Considere a superf́ıcie S = {x ∈ Rn |h(x) =

0 e gj(x) = 0 , ∀ j ∈ J−{k}} definida por todas as restrições ativas em x0, exceto por gk(x) = 0.

Notamos que por x0 ser ponto regular das restrições, temos que o conjunto definido

por V = {∇hi(x0) para todo i ∈ {1, . . . ,m} e ∇gj(x0) para j 6= k, j = 1, . . . , p} é Linearmente

Independentes, ou seja, ∇gk(x0) não é combinação linear dos vetores de V .

Logo, pelo Teorema 15 o plano tangente a S no ponto x0 é dado por

M = {y ∈ Rn |V y = 0}. (15)

De (15), existe d ∈M tal que

∇gTk (x0)Td < 0. (16)

De V ser Linearmente Independente e pelo Corolário 10, existe uma curva diferenciável ϕ(t) ⊂ S
para t ∈ (−δ, δ), com ϕ(0) = x0 e ϕ′(0) = d. Como x0 é um ponto de mı́nimo local, segue do

Lema 18 que d não é direção de descida, ou seja,

∇f(x0)Td ≥ 0. (17)

Mas, de (13), se multiplicarmos em ambos os lados da igualdade por d vamos ter

∇f(x0)Td+ λT∇h(x0)d+ µk∇gk(x0)Td+

p∑
i=1,i 6=k

µi∇gi(x0)Td = 0. (18)

De (16) ∇gk(x0)Td < 0, e pela hipótese de absurdo µk < 0, logo, temos que ∇f(x0)Td < 0,

o que contradiz (17). Logo, não existe k ∈ J(x0) tal que µk < 0. Portanto, µi ≥ 0, ∀ i ∈
{1, 2, . . . , p}.

Observação 1. Podemos dizer que um ponto de extremo local x0 vai satisfazer as seguintes

condições para se enquadrar no caso de KKT quando

(i) ∇f(x0) + λT∇h(x0) + µT∇g(x0) = 0, (ii) µT g(x0) = 0,

(iii) g(x0) ≤ 0, (iv) h(x0) = 0, (v) µ ≥ 0.

A condição de complementariedade µT g(x0) = 0, também pode ser vista como

µigi(x
0) = 0, ∀ i ∈ {1, 2, . . . , p}.
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Exemplo 2. Minimizar a função f(x, y) = xy sujeita à restrição de desigualdade g(x, y) =

x2 + y2 ≤ 4.

Primeiramente escrevemos a função lagrangena l(x, y, µ) = xy + µ(x2 + y2 − 4) e suas

derivadas parciais. Em seguida, precisamos identificar as condições necessárias que cada ponto

encontrado deve satisfazer.

(i)
∂l

∂x
= y + 2xµ = 0; (ii)

∂l

∂y
= x+ 2yµ = 0; (iii)

∂l

∂µ
= x2 + y2 − 4 = 0.

Da condição de complementariedade, µg(x, y) = 0 (iv), temos que a restrição vai

estar inativa se µ = 0 e ativa se x2 + y2 − 4 = 0 (v). Também devemos verificar se µ ≥ 0.

Não devemos esquecer que no ponto estacionário x0, deve valer g(x0) ≤ 0 (vi). Assim, temos

seis condições que o ponto estacionário deve satisfazer antes de verificarmos se ele é um ponto

extremo. Vamos começar pela restrição inativa. Como µ = 0, obtemos de (ii) que x = 0 e de (i)

que y = 0. Logo, o primeiro ponto cŕıtico é pT1 = (0, 0). Partindo agora para a restrição ativa,

de (ii) obtemos µ =
−x
2y

. Substituindo o valor de µ em (i), teremos a equação x2−y2 = 0 (vii).

Após resolver o sistema formado por (iii) e (vii), determinamos os seguintes pontos cŕıticos com

seus respectivos multiplicadores.

pT1 = (0, 0) com µ = 0

pT2 = (
√

2,
√

2) com µ = −1
2 < 0

pT3 = (
√

2,−
√

2) com µ = 1
2 > 0

pT4 = (−
√

2,
√

2) com µ = 1
2 > 0

pT5 = (−
√

2,−
√

2) com µ = −1
2 < 0

Podemos notar que apenas os pontos p1, p3, p4 satisfazem todas as condições iniciais

dadas na Observação 1. Como g(x, y) = x2 + y2 = 4 é um ćırculo e os pontos em seu interior

também pertencem ao conjunto viável Ω, e esse conjunto também é limitado, segue que Ω é

compacto. Pelo Teorema 4, f possui pelo menos um ponto de mı́nimo em Ω. Sobre o ponto

p1 que está na restrição inativa, podemos usar as condições de otimalidade para problemas

irrestritos para verificar se ele pode ser um candidato a extremo local ou um ponto de sela.

Como a matriz ∇2f(p1)
T =

(
0 1

1 0

)
tem autovalores −1 e 1, logo, p1 é um ponto de sela. Como

f(p3) = −2 e f(p4) = −2, conclúımos que p3 e p4 são os pontos de mı́nimo global de f restrita

aos pontos de Ω.

Na Figura 2 estão, respectivamente, os gráficos do exemplo em uma visão no R3 e no

R2 com as curvas de ńıvel tangenciando o conjunto viável onde f tem valor de mı́nimo −2.
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Figura 2: Gráfico das superf́ıcies e curvas de ńıveis do Exemplo 2

Fonte: Autor (2022)

Finalmente, mostramos um exemplo de quando valem as condições do Teorema de

KKT, mas a Condição de Qualificação de Independência Linear (LICQ) não é satisfeita.

Exemplo 3. Considere o problema

minimizar f(x, y) = x

sujeito a g1(x, y) = x2 + 3x− y ≤ 0

g2(x, y) = x2 + y2 + 2x+ 2y ≤ 0

g3(x, y) = −x ≤ 0

O ponto pT = (0, 0) ∈ Ω é o único ponto que pertence as três restrições, mais especifi-

camente, quando elas são ativas e satisfaz as condições de KKT para ser o mı́nimo local de f .

No entanto, os vetores gradiente ∇g1(0, 0) = (3 −1)T , ∇g2(0, 0) = (2 2)T e ∇g3(0, 0) = (−1 0)T

são Linearmente Dependentes, ou seja, p não é um ponto regular para as restrições. Observe

que a equação ∇f(0, 0) = −λ∇g1(0, 0)− µ∇g2(0, 0)− θ∇g3(0, 0) implica no sistema−3λ− 2µ+ θ = 1

λ− 2µ = 0

em que λ = 2µ e θ = 1 + 8µ. Logo, existem infinitas combinações com multiplicadores de

Lagrange positivos que satisfazem as equações anteriores.

Conclusões

Apesar de que a demonstração das condições de KKT sob a qualificação de inde-

pendência linear dos gradientes das restrições esteja consagrada na literatura, neste trabalho

provamos KKT diferenciando pontualmente das provas usuais, utilizando resultados que herdam

propriedades de um vetor tangente dado pelo Teorema da Função Impĺıcita. Como complemento,

estudamos a relação que KKT tem com o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
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