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Apresentacao

A Revista Mathematica surgiu no final de 2019, com uma conversa informal entre alguns
professores do curso de Matemética da Unioeste. Desejavamos inicialmente abrir um espago para
divulgacao dos resultados obtidos em projetos de iniciagao cientifica, monografias de conclusao de
curso, dissertacoes de mestrado e pesquisas individuais de professores. Muitos destes trabalhos
produzem belos textos de matematica que acabam por serem conhecidos por um niimero reduzido
de pessoas. Surgiu entao a ideia de criar uma revista que pudesse divulgar estes resultados na
forma de textos curtos, didaticos e com conteido matematico que pudesse interessar aos alunos
de graduacao. Neste contexto, uma revista poderia também atrair a atengdo de professores,

pesquisadores e académicos de instituicoes de todo o pais.

A nossa intencao era publicar o primeiro niimero no ano de 2020. Contudo o ano de 2020
iniciou e com ele a pandemia causada pelo Coronavirus. Assim como todas as demais atividades,
as atividades universitarias ficaram prejudicadas neste momento. As aulas foram suspensas e os
projetos de pesquisa e de iniciagao cientifica foram reestruturados. Nao conseguimos no ano de
2020 divulgar a revista de forma satisfatéria. Acreditamos ainda que mesmo chegando ao conhe-
cimento de alguns professores e académicos a existéncia da revista, havia outras preocupagoes

maiores do que enviar um texto para uma revista nova e desconhecida.

Neste ano de 2022, a Revista Mathematica recebeu quatro textos que foram avaliados e
considerados aptos para publicagdo. Temos assim nosso primeiro volume. O conselho editorial
agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também a comissao cientifica pelas contribuigoes

feitas durante o processo de avaliacao e correcao dos trabalhos.

O conselho editorial.

Cascavel, 22 de Dezembro de 2022.
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Solugoes trigonométricas de equagoes polinomiais de grau 3

Sandro Marcos Guzzo - Universidade Estadual do Oeste do Parand (Campus de Cascavel)
Sandra Maria Tieppo - Universidade Federal do Parand (Setor Palotina)

(Recebido em 16/09/2022. Aceito em 25/11/2022. Publicado em 22/12/2022)

Resumo: No inicio do século XVI, alguns matemdticos, fizeram esforgos para en-
contrar uma férmula para a resolucao de equagoes polinomiais de grau 3. A ideia era
obter uma férmula que permitisse encontrar (pelo menos) uma raiz da equagdo mani-
pulando apenas os coeficientes da propria equagao. O objetivo deste texto é mostrar
como podemos determinar (pelo menos) uma raiz de uma equagao polinomial de
grau 3 usando expressoes trigonométricas.

Palavras-chave: Solugoes trigonométricas; Equagoes polinomiais.

1 Introducao

Desde a descoberta da férmula que resolve a equacdo do 2° grau, os matemaéticos

comecgaram a pensar em formas de resolver as equacoes de grau 3
3 2 —
azx” +bx” +cx +d =0, (1)
com a, b, ¢ e d coeficientes reais (ou mesmo complexos) e a # 0.

No inicio do século XVI, matemadticos italianos, fizeram esforcos para encontrar uma
férmula para a resolugao de certas equactes do terceiro grau. Eles consideraram a equacao de
grau 3 sem o termo quadratico,

23+ pr+q=0, (2)

e encontraram uma raiz da forma

. 2 3 . 2 3
— ¢4 @ g9 JT P
:”_\/2+\/4+27+\/2 Viatar

que ficou conhecida como férmula de Cardano. O leitor interessado nos detalhes de como esta

férmula é obtida pode consultar Lima (2021).

Ludovico Ferrari, professor da Universidade de Bolonha e discipulo de Cardano, foi
quem desenvolveu um método que permite eliminar o termo quadratico da equacao original (1)
transformando-a em uma equagao sem o termo quadrético na forma (2). A técnica de Ferrari

consiste em aplicar a mudanca de varidveis x = y — 3% na equacgao (1), obtendo

b\? b\?2 b

5 b 23 be
ay+ C—g y—i— W_£+d =

e portanto
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o e 7. ~ . 2 3
Dividindo agora toda a equacao por a # 0, e designando p = ¢ — ;7 eq= 227bag - 3}% + %,

recaimos em uma equacgao de grau 3 sem o termo quadratico, na forma de (2) (na varidvel y). A

equagao (2) é conhecida como equacao reduzida da equagao (1). Assim, se r é raiz da equagao

(2), entdo z =r — 3% é raiz de (1), desde que a, b, ¢, d, p e g satisfacam as rela¢oes dadas.

Quando estudamos trigonometria, tanto a circular quanto a hiperbdlica, nos deparamos
com algumas expressoes trigonométricas que envolvem poténcias de grau 3 das fungoes trigo-

nomeétricas sem a presenca de termos quadraticos. Sao as igualdades

3
4
)
6

4cos®u — 3cosu — cos(3u) = (3)
4sen®u — 3senu + sen(3u) = (4)
4 cosh® u — 3 coshu — cosh(3u) = (5)
( (6)

4senh®u + 3senhu — senh(3u) =

validas para qualquer u € R. Estas identidades sao facilmente obtidas a partir das chamadas

férmulas do arco triplo

cos(3u) = 4 cos® u — 3 cosu,
sen(3u) = —4sen’u + 3senu,
cosh(3u) = 4 cosh® u — 3 cosh u,

senh(3u) = 4senh®u 4 3senh w.

Para o leitor que deseja mais informacoes sobre trigonometria, em especial a trigonome-

tria hiperbdlica, recomendamos Guzzo (2021).

O objetivo deste trabalho é partir da equaca@o (2), e obter (pelo menos) uma raiz desta
equagao, usando as expressoes trigonométricas apresentadas. Com pelo menos uma raiz encon-
trada, podemos reduzir o grau do polinémio e usar a formula de Bhéaskara para determinar as

outras duas raizes. Em resumo, o que pretendemos é obter (pelo menos) uma raiz da equagao
3 +pr+q=0.

com p,q € R—{0}. Estamos considerando p # 0 e g # 0 pois caso p = 0 ou ¢ = 0, a obtengao de
uma raiz da equacdo nio exigird técnicas elaboradas. Se p = 0, a equacdo se reduz a 23 +¢ =0

e x = /—q é uma raiz. Se ¢ = 0 entdo a equacio se reduz a x> + pr = 0 e x = 0 é uma raiz.

2 Discriminante de uma equacao de grau 3

E conhecido que para uma equacao de grau 2 na forma ax? 4 bx 4+ ¢ = 0 o discriminante
A = b? — 4ac pode ser utilizado para decidir o comportamento das duas raizes antes mesmo
de determinar estas raizes. A analise da nulidade ou do sinal de A nos indica a natureza das
raizes. O objetivo desta secao é mostrar como esta ideia pode ser levada também para equagoes

polinomiais de grau 3 que sao o alvo do nosso estudo.
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Consideremos uma equagao polinomial geral de grau 3 na forma (1), isto é,
3 2 _
azr” +bx* +cx+d=0,

em que a,b,c,d € R e a # 0. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, sabemos
que esta equacao possui trés raizes, reais ou complexas, distintas ou nao. Designemos estas
raizes por r1, r9 € r3. Podemos fazer uma andlise do comportamento destas raizes analisando a

expressao
A= (r1 —r9)?(r1 —73)%(r2 — r3)%, (7)
que é conhecida como discriminante da equagao cubica (1).

Observe que, de forma imediata, duas destas raizes coincidem se e somente se A = 0.

Vamos verificar que uma destas raizes ¢ um nimero complexo (nao real), se e somente
se, A < 0. Suponha entao que uma destas raizes é complexa nao real. Como é de conhecimento
da teoria geral das equacbes polinomiais com coeficientes reais, obrigatoriamente o complexo
conjugado desta raiz é uma outra raiz da equacgao. Por este motivo, apenas duas destas raizes
podem ser complexas nao reais. Vamos supor entao, sem perda de generalidade, que r1 € R e
rs =72 ¢ R. Entao

= (r1 — )2(7“1 —r3)*(ry — r3)?

=(r —

[y
\_/
[\
/\
|
3
N
~—
[\
—
=
)
|
<
N
~—

= ((r1 — 7“2)(7“1 —73))* (r —72)°
= (r% 71Ty — r1iry + 7’21“2)) (2Im(ra)i )2
— (r} — ri(ra +72) + [ro]?)? (2Im(ry)i)?
— (r} — r12Re(ra) + |raf?)? (2Im(ry)i)?
= (r% r12Re(r9) + (Re(rg)) + (Im(rg))2)2 (2]m(T2)i)2
= ((r1 = Re(r2))? + (Im(r2))%)” (2Im(r2)i)?,

sendo que Re(r2) e Im(rg) referem-se respectivamente as partes real e imaginaria do ntimero

complexo ro.

Basta ver agora que I'm(ry) # 0 pois o é um nimero complexo nao real e desta forma
(r1 — Re(r2))? + Im(r2)? > 0 e (2Im(r2)i)? < 0 j& que i> = —1. Segue que se alguma das
raizes da equagao (1) for complexa, entdo A < 0. Claramente o reciproco é verdadeiro, isto é, se
A < 0 entao obrigatoriamente algum dos fatores do produto é negativo. Mas como estes fatores
sao quadrados, obrigatoriamente um deles é um nimero complexo (mais ainda, um imaginario
puro).

Por exclusao com os casos A =0 e A < 0 temos entao que as raizes da equagao (1) sao

reais e distintas se e somente se A > 0.

Esta andlise do discriminante da equacao é importante, mas o leitor deve ter percebido
que esta forma de apresentacdo do discriminante torna-o sem muita utilidade. Isto porque

para obter este discriminante precisamos conhecer explicitamente as trés raizes da equagao e
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desta forma a andlise do discriminante ja seria desnecessaria. Podemos reescrever a expressao
do discriminante em termos dos coeficientes a, b, ¢ e d da equagao. Isto permitiria conhecer
o comportamento das raizes antes de determina-las. Para esta tarefa usamos as Relagoes de
Girard, que estabelecem uma relacao entre os coeficientes a, b, ¢ e d e as raizes r1, 72, € 73 da

equacao. Para a equagao de grau 3 tais relagoes sao dadas por

b
T1+T‘2+T3:—a

C

119 + 1113 + 1ror3y = E
d
rirory = ——.
a

Desta forma, temos que

A= ((r1 = ra)(r1 — r3)(ra — r3))?
= (r%m — 7“17“% + 7“%7“3 — 7"%7“3 + 7“17% — 7“27“%)2
= (riry +riry + ryri + rird + riry +13r3) — 6(rirors)’
+ 2(ririrs + 7“%?”2?"% + rirars + rlr‘;r% + rlrgrg’ + r%rgrg)

— 2(7“‘111"27"3 + r1r§r3 + r1r2r§) — 2(1":1)’7“%’ + rifrg + r%rg’). (8)

Mas notemos que

(r1 4+ 1o +13)(rirg + rirs + 1213)

2 2, .2 2, .2 2
= (rirg +riry + rirs + rirs + ryrs + rarg) + 3(rirers)

donde podemos escrever

d bc 3ad-—bc
(riry + 7173 + rir3 + r1rE 4 3y 4 rord) = 35 = (9)

Elevando ao quadrado os dois membros da identidade (9) podemos também obter

3ad — be
a

2
2 2, 2 2, 2 212
5 ) = (rirg + miry + rirs + rirs + ryrs + rarg)
42, 24, 42, A2, 24, 24 2
= (riry +rirg +rory + 103 + rirs +1375) + 6(r17rers)
2 2 2 2, 2 2
+ 2(7“?7"27“3 + 7“%7“27“3 + 7"17“;’7"3 + 7“17"5’7“3 + 7“17"27“% + 7“17“27"§’)

4 4 4
+ 2(rirers 4+ rirgrs + rirars) + 2(7“%7“% + r:frg + r%r%).

Desta ultima igualdade obtemos portanto

a2

2
) - 6(7‘11"27"3)2 - 2(7’%7"27“3 + T1r§r3 + 7‘1T2T§) — 2(7"?7‘52)’ + r:l)’rg’ + rg’rg’). (10)
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Substituindo (10) em (8) obtemos

3ad — be 2
A= <a2 > — 12(r17mor3)? — A(rirars + riryrs + 7”17’27"%) —A(rdrs + r:l)’rg + rgrg). (11)

Para a pentltima parcela da igualdade (11) usamos

2 2, 2 2, 2 2
(r1+ 72 +73)% = (3 + 18 +r3) + 3(riry + 1173 + rirs + rirh + rirg 4+ rord) + 6r1rors,
para escrever
(rilrgrg + T1T§T3 + T1T2r§)
= rirors(r + 15 +73)
2 2, 2 2 2
= 717973 ((rl + 79 + 7’3)3 —3(rirg +riry +rirs + rlrg + 7513 4+ 1rory) — 6r1r2r3)

e usando (9) conseguimos

d

_ﬁ B 33ad — be d) B b3d + 3a2d? — 3abed
- = » )

Ja para a ultima parcela da igualdade (11) podemos escrever

2.2 2
(rirg +rirs + 7"27“3)3 = rifrg’ + r%rg’ + r%r% + 6riryrs
2 2 2 2 2, 2
+3(rirdrs +rirgry + rirsrd + rirdes £ frerd 4+ rirerd)
2
= (r{r3 4+ rirs + rir3) + 6(rirars)
+ 3(1"17"27“3)(7'17"% +riry + 7“%7“3 + 7”27“§ +rrs + 7"17“§),
e usando (9) obtemos
2
(r3r3 +rirs +r3r3) = (riro + rirg + rors)® — 6(ri7rors)

2 2 2 2 2, 2
— 3(r1r§’r3 + r?rgrg + 7“17“%7"3 + r1r2r§ + 7"?7“27“3 + rlrgrg’)

673_6dj+37d3ad—bc e + 3ad? — 3bed

a3 a?  a a? - a’ (13)
Finalmente juntando as estimativas (12) e (13) em (11) obtemos
A <3ad - bc>2 B 1212 B 4b3d+ 3a%i2 — 3abed 4@3 + 3adz — 3bed
a a a a
_ 9a%d?* — 6adbc + bc*  12d*  12abed — 4b3d — 12a*d*  12bed — 4c® — 12ad?
- at a2 at + al
_ 9a2d? — 6adbe + b2c2 — 12d2a? + 12abed — 4b3d — 12a2d? + 12abed — 4ac® — 12a2d?
- 4
a
B b2c? — dac® — 4b3d — 27a2d? + 18abed
— i .
a

Ja que a analise de sinal, bem como a nulidade de A, fica a cargo do numerador da

fracao, é comum apresentar o discriminante ja na forma que interessa

A = b>c? — 4ac® — 4b3d — 27a*d? + 18abed.
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Lembremos que o objetivo deste trabalho é obter (pelo menos) uma raiz da equagao do

terceiro grau reduzida na forma 23 +px+¢ = 0, com p # 0 e ¢ # 0. Desta forma o discriminante

desta equacdo é A = —4p3 — 27¢%, e conforme os resultados desta secdo, temos os seguintes
Casos:

i) A = —4p® —27¢> > 0, se e somente se, as trés raizes da equacio sdo reais e distintas;

ii) A = —4p3 — 27¢> = 0, se e somente se, a equacdo possui raizes repetidas. Neste caso,

obrigatoriamente as raizes sao reais, sendo pelo menos uma delas com multiplicidade;

i) A = —4p3 — 27¢°> < 0, se e somente se, a equacdo possui uma raiz real e duas raizes

complexas conjugadas.

3 Raizes trigonométricas

Estamos agora prontos para o objetivo principal deste trabalho, a obtencao de solugoes
da equagao polinomial de grau 3, usando expressoes trigonométricas. Dividiremos o estudo nos
casos A >0, A=0e A <0.

Primeiro caso: (Trés raizes reais e distintas) Vamos agora encontrar uma solugao (raiz)
da equacdo 23 + pr +q =0, com p # 0 e g # 0, para o caso A = —4p3 — 27¢*> > 0. Neste caso,
como visto anteriormente, sabemos que a equacao ctbica possuira 3 raizes reais e distintas. Mas

notemos ainda que A = —4p? — 27¢* > 0 exigird —4p> > 27¢* e portanto p < 0.

Supondo entdo A = —4p3 —27¢%> > 0 (consequentemente p < 0) e g # 0, comegamos

fazendo a substituicdo x = 24/ cosu na equagao (2), e com isso obtemos

—8p |— [ —
p —cos u+2p —cosu+q—0
e reorganizando os termos

-2 3 3
Tp 3p <4cos3u—3cosu—2; _p)zO.

Como p # 0 entao resta que

3q |3
u—3co8U — —4/— =
PV —Dp

4 cos®

e comparando esta equagao com (3), vemos que esta equagao torna-se verdadeira para todos os

valores de u que satisfazem cos(3u) = %1 / %p.

Observe que como —4p> — 27q2 > 0, entdo 27¢%> < —4p3, donde 9¢% < 4p2%p, e também
3lg| < 2|p|y/ 52 Isto garante que —, /_ip‘ < 1 e nos possibilita determinar o valor procurado

para u.
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Nestes termos, queremos encontrar u de forma que cos(3u) = g—g, /_ip, e entao, temos

3u=cos~! (3(]1 / 3) + 2k, para k€ Z,
2pV —p
1 3qg |3 2k
u=-cos [, /2 + —W, para k€ Z.
3 20\ —p 3

Voltando com este v em x = 2,/ %p cos u, obtemos

— 1 2
T =24/ P cos = cos? Sq /3 + 2hm , para k € Z.
3 3 20\ —p 3

Notemos ainda que nao ha a necessidade de que k assuma todos os valores inteiros. Basta

que

ou ainda

tomar k € {0,1,2} pois todos os demais valores de k inteiros ocasionarao a repeticao do valor

obtido com algum destes 3 valores de k. Segue que

— 1 3 3 2k
T =24/ ?p cos (3 cos™ ! (22 —p) + 37r> ) para k€ {0,1,2}, (14)

sdo as 3 raizes (reais e distintas) procuradas da equacdo 22 + pr + ¢ = 0, quando A = —4p3 —
27¢* > 0.

O leitor atento dird que para este mesmo caso, também poderiamos considerar no inicio

do processo a substituicao x = 24/ %p senu. De fato, esta substituigao traria

—9p [—
Tp 3p<4sengu—38enu—;§ _3p>—0

3 3
4sen3u—3senu——q — =
2pV —p

e consequentemente

Comparando agora esta equagao com (4), ela torna-se verdadeira para todo u € R que

satisfaz sen(3u) = —;’—Z _ip. Novamente precisamos da condigao g’—g _ip < 1 e como visto
anteriormente, isto fica garantido da condicdo —4p® — 27¢® > 0. Assim queremos determinar u
de forma que sen(3u) = —;’—g, /_ip, o que nos trard de forma equivalente ao anterior
| 3¢ /3 2km
u = — sen ——\— |+ — ara k€ Z.
3 ( 2p —p> 3 P
e
—p 1 1 3g |3 2kmw
x =24/—sen | - sen ——/— | +— ara k€{0,1,2}. 15
Jsen (et (<502 )+ 5T). b kefonzn )
Nao é dificil provar que os valores de = obtidos pelas expressoes (14) e (15) coincidem, em
virtude das identidades trigonométricas cos(Z — u) = senu, sen™'(—u) = —sen"tu e cos ™' u =
5= sen~!u, validas para todo u € R. Assim,

cos lcos_1 g, /3 —i—yﬂ = co8 lz—lsen_1 g, /3 —i—%i
3 20\ —p 3 ) 32 3 2\ —p 3
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1w 1(3q |3 2km
=cos| —-—- + -sen —/— —_
32 3 2p\ —p 3
T 47 n 1 _1(3q |3 2k
=cos| - — 5=+ sen —\/— | =
2 32 3 2p\V —p 3
™ ™ 1 /(3¢ /3 2k
=cos| - — -5 + 5sen —— | = —
2 3 3 20\ —p 3
1 3 3 2(k+1
= cos (;T + 3 sen” ! <21(i —p) — ( —; )W>
™ 1 _,( 3¢ |3 2(k+ 1)
=cos | = — s sen —/— ] =
2 3 2p\V —p 3
2

Mas lembremos que k € {0, 1,2} e portanto (k+1) € {1,2,3} e como o caso (k+1) =3
coincide com o caso k + 1 = 0 podemos claramente reorganizar (k + 1) € {0,1,2} e nao faz

diferenca escrever k + 1 ou k.

Portanto as raizes de x2 + px 4+ g = 0, quando —4p> — 27¢%> > 0, sdo

— 1 3 3 2k
T =24/ ?p cos <3 cos™! (212 —p) + 37T> ; para k€ {0,1,2}
— 1 3 3 2k
= \/?psen <3 sen”! (—2; —p> + 37T> , para k€ {0,1,2}.

Segundo caso: (Trés raizes reais com multiplicidade) Nao trataremos extensivamente
este caso, pois o caso anterior pode ser adaptado para contemplar também o caso em que a

equacao (2) admite raizes reais com multiplicidade.

Olharemos rapidamente para o caso anterior considerando que A = —4p3 —27¢°> =0, e

portanto —4p? = 27¢°.

Se p = ¢ = 0, entdo nao hé o que analisar pois neste caso a equacao reduzida 23 +pzr+q =

0 fica 23 = 0 e a raiz r = 0 é a tnica raiz com multiplicidade 3.

Vamos entdo supor p e ¢ nao nulos satisfazendo —4p® —27¢? = 0 e portanto —4p® = 274>

o que obriga também p < 0. Neste caso temos que Z‘fg =1, e portanto ‘;’—Z, /_ip’ =1
A substituigao x = 24/ %p cosu ainda pode ser feita na equacdo (2), e nos conduz a

. 3 3
dcosdu — 3cosu — L[ =
pyv —p
e da comparagao com a identidade (3), obtemos cos(3u) = %1 /_ip =+1.

Levando em conta que p < 0, se ¢ < 0, entao teremos cos(3u) = 1 portanto 3u = 0+ 2k
com k € Z. Por outro lado, se ¢ > 0 entao teremos cos(3u) = —1 e 3u = 7 + 2kw com k € Z.

Lembremos que basta considerar em ambos os casos k € {0, 1,2}.
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Sendo assim, as raizes da equagao reduzida serao dadas por

— 2k
:U—2\/3pcos<90+37r), para k€ {0,1,2}

sendo que fp = 0 quando ¢ < 0 e y = § quando g > 0. Podemos observar que quando ¢ < 0
(ou quando 6y = 0) duas raizes coincidirdo para k = 1 e k = 2 j& que cos(%F) = cos(4F).
Também quando ¢ > 0 (ou quando 6y = %) duas raizes coincidirao para k =0 e k = 2, jd que,
cos(§) = cos(5§r)

De forma andloga, a substituicdo x = 24/ %p senu traz

3 3
4sen3u—38enu——q — =0,
2pV —p
e pela comparagao com a identidade (4), obtemos sen(3u) , /3 =41,

O sinal de g novamente nos dird o caminho a tomar. Se g < 0, entdo teremos sen(3u) =
—1 e assim 3u = 37” +2k7 para k € Z. Se ¢ > 0, entdo teremos sen(3u) = 1 e assim 3u = 5 +2k7

para k € Z.

Sabemos que basta considerar k € {0,1,2} e desta forma, as raizes da equagao reduzida

podem também ser dadas por

— 2k
33:2\/?psen (60—1—37r>, para k€ {0,1,2},

sendo que p = 5 se ¢ <0 e Oy = § se ¢ > 0. Naturalmente quando g < 0, duas rafzes coindirao

quando k=1¢e k = 2 ja que sen(ﬁ) = sen( lé”) Também quando ¢ > 0 duas raizes coincidirao

6
quando k =0 e k =1 j& que sen(%) = sen(2F).

Terceiro caso: (Uma tunica raiz real) Para este caso queremos obter (pelo menos) uma

solucdo da equacdo (2), com p # 0 e ¢ # 0, considerando —4p® — 27¢> < 0.

Neste caso teremos entdo que —4p® < 27¢%. Note que se p > 0 entdo esta condicio
sempre serd cumprida, Mas podemos ainda ter valores de p < 0 satisfazendo —4p? < 27¢>. Por
isso, vamos separar os casos em que p > 0 e p < 0. Como ¢ estd elevado ao quadrado, nao

conseguimos estimar se ¢ > 0 ou se ¢ < 0, e por isso, vamos utilizar |g| nos célculos.

Vamos considerar primeiro o caso um pouco mais restritivo, isto é, o caso em que A =

—4p® — 27¢%> < 0 com p < 0 e ¢ # 0. Fazemos a substituicdo z = —Qﬁ\ / =¥ coshu, e obtemos

8
q——pi —pcosh3u—2p —pcoshu—kq—()

lq1? 3 q| lq

2
Agora como IZT = 1 qualquer que seja o valor de ¢ # 0, entao reorganizando os termos

obtemos
2p q

<4cosh3u—3coshu+ ]q\ )zO.
3 |ql

2p V —p
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Novamente, como p # 0 entao

élcosh?’u—?)coshzm—M i:0
2p \ —p

e comparando esta equagao agora com a identidade (5), vemos que ela torna-se verdadeira se

— _3ld /3
cosh(3u) = =5/ =5
Notemos agora que como estamos considerando agora o caso —4p? — 27¢% < 0, isto é

2
3123 > 1. Segue que —M, /_ip > 1 e portanto é possivel

—4p3 < 27¢%, e como com p < 0, entdo %

determinar o valor procurado de wu.

Nestes termos temos que

3u = cosh™! <_3|q| 3)
2p \ —p)’

1
u = 3 cosh™ <—32|Z —3p> .

Voltando com este u em x = 24/ = coshu, obtemos

[— 1
=2 ?pcosh <3 cosh™ (—32’;‘ —3p>> ,

sendo esta a tnica raiz real da equacao (2) quando —4p® — 27¢? < 0 com p < 0.

ou ainda

Resta agora considerar a equacdo z° + pz + ¢ = 0 com A = —4p? — 27¢%> < 0 para o
caso p > 0. Na verdade, basta considerar que p > 0 e a desigualdade —4p® < 27¢> ocorrera
obrigatoriamente, garantindo que A = —4p3 — 27¢%> < 0. Isto ainda significa que a equacio

cubica possui apenas uma raiz real.

Considerando entdo a equacdo ctibica 23 +pr +¢ = 0 com p > 0 e ¢ # 0, usamos a

substituicao x = —2\/§ senh u, e obtemos a equacao

8
_gp gsenhgu - 2p\/ésenhu+ qg=0,

que apds reorganizacao dos termos nos conduz a

2
P 4senh3u—|—336nhu—3q\/§ =0.
3 V3 20\ p

Novamente, como p # 0 entéo

4senh®u + 3senhu — 3q\/§: 0
2p\V p

e comparando com a identidade (6), queremos encontrar v de forma que senh(3u) = g’—g\/% .

Levando em conta a bijetividade da funcao seno hiperbdlico de R em R, temos que

3u = senh™! <3q\/§> ,
2p\V p
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donde
1
u = - senh™! 3q\/§ .
3 2p\V p

Voltando para a variavel original z, levamos este u em x = 2\/§ senh u, e obtemos

1
T = —2\/§senh (3 senh ™! (;}Zﬁ)) ,

sendo esta a tnica raiz real da equacao (2) quando —4p3 — 27¢? < 0 com p > 0.

4 Conclusoes

Obtivemos neste trabalho solug¢oes de equacoes polinomiais de grau 3, usando expressoes
trigonométricas. O objetivo dos autores nao é o de tomar para si o crédito destas expressoes que
ja estao divulgadas em textos matematicos. O objetivo dos autores é o de dar uma demonstracao

para estas expressoes.

E também conhecido que existe um desinteresse cada vez maior pela trigonometria e
pelas fungoes trigonométricas por parte dos alunos de ensino médio e superior. Acreditamos que
quanto mais pudermos falar a respeito das fungoes trigonométricas e mostrar suas relacées com
outros ramos da matemadtica, podemos despertar a curiosidade ou o interesse do aluno por esta

classe de funcoes.
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Otimizagao quadratica restrita e o método de programacgao
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Resumo: Este trabalho teve por intuito apresentar o algoritmo PQS para entao
mostrar, matematicamente, sua eficiéncia em resolver problemas de programacao
quadratica com restrigoes de igualdade em apenas uma iteracdo. Para tanto, foram
enunciados alguns conceitos basicos da otimizagao restrita, bem como os conceitos
minimos associados ao método sequencial. Por fim, o algoritmo PQS foi implemen-
tado em linguagem Python, e trés exemplos numéricos que mostram a capacidade
de resolver problemas envolvendo restrigoes de igualdade com baixo custo temporal
foram apresentados.

Palavras-chave: Otimizacao Quadratica Restrita, PQS, Python.

1 Introducao

De modo geral, o campo da Otimizacao consiste em

Otimizar f(x)
sujeitoa x€Q CR”

(1)

sendo que f é denominada funcao objetivo e €2 representa, no caso da otimizagao restrita, um
conjunto de restrigdes (outras fungdes) que podem ser de igualdade ou desigualdade, ou ainda,
simplesmente representam uma restricdo na qual o tipo de variavel envolvida ¢é explicitada, isto

é, se as variaveis sao numeros reais, nao-negativos, inteiros, etc.

Em diversos campos de pesquisa nas quais os tomadores de decisoes buscam obter os
melhores resultados possiveis, dentro de certas condi¢oes podem surgir situagoes nas quais os
problemas sao modelados como um problema de otimizacdao. Na construgao desses modelos
podem surgir fungoes com leis de formacao das mais variadas e, com isso, conforme destacam
Ribeiro e Karas (2013) e Goldbarg e Luna (2005), é possivel agrupar tais problemas de otimizagao

em algumas categorias, cada qual possuindo técnicas especificas para sua resolugao.

Dentre as diversas categorias possiveis, ha os Problemas de Otimizacao Quadratica
Restrita. Tal classe de problemas aparecem em varios campos do conhecimento humano, a
exemplo da Engenharia Aeronautica, Logistica, Equagoes Diferenciais, Engenharia Estrutural,

entre varios outros L.

LA titulo de exemplo, ver ver Junior (2007), Ojima e Yamakami (2006), Facanha, Carneiro e Filho (2013) e
Barros et al. (2017).
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Problemas de Otimizagcao Quadrdtica Restrita ou, equivalentemente, de Problemas de

Programacao Quadrdtica Restrita, sao caracterizados formalmente, e de modo matricial, por

Minimizar  f(z) = 2278z +vT2 + ¢ @)

sujeito a Az <b

com z,v € R" bc R, c € R, A € Mjyn(R) e S € Myuxn(R) sendo que S é simétrica definida

positiva 2.

Diante disso, notemos que

flx)== ! ' Sr +ovlz+c

2
1
= 5 (@1)(si5)(251) + (v35)(zj1) + ¢
1 n
= 5 «le Z SikTk1 | + Z v1Tj1 | + ¢
j=1
1 n
=5 Zfﬂlp Zsz‘kl’m + Zvlﬂil +c
k=1 i=1
=c Z Z T1pSikTr1 + Z V1kTE1 | +C
p 1 k=1
= - Z prspkxk + kaxk +c
p—lk 1
- 523+ e
p=1 k=1

Deste modo, podemos reformular (2) como

n n
Minimizar  f(z) =1 > Y syzix; + Z vz + ¢

i=1j=1 =1 (3)
sujeito a Az <b

que consiste em outra forma de caracterizar os Problemas de Otimizacao Quadratica Restrita.

Diante disso, observemos que essa categoria se enquadra na classe de problemas nao-
)
lineares pois embora suas restricoes sejam lineares, a funcao objetivo a ser otimizada possui

termos quadraticos e/ou produto de duas ou mais varidveis.

Isto posto, visando o estudo de métodos de resolucao de problemas nos moldes de
(2), ou de forma equivalente (3), as proximas se¢oes serao destinadas a apresentagao de alguns

conceitos e resultados de otimizacao restrita de modo geral.

2Tendo em mente os propésitos deste trabalho, vale comentar que a Definicdo 2 é a que aparece na literatura.
Todavia, deve-se notar que do ponto de vista técnico a soma %mTSa: + 0Tz gerd uma matriz de ordem um, e como
¢ é uma constante real, o que seria somar uma matriz com um numero? Um matematico resolve esse problema
recordando que existe um isomorfismo entre o espago das matrizes de ordem um e o conjunto dos nimeros reais,
deste modo, pode desconsiderar esse abuso de linguem uma vez observado este detalhe. Todavia, embora esse
detalhe possa parecer pequeno para um matematico, isso pode ser fonte de algumas mensagens de erro durante o

processo de implementacao computacional dependendo da linguagem utilizada (néo é o caso para Python).
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2 Alguns conceitos elementares sobre otimizacao restrita

Dada uma funcao f: R™ — R, problemas de otimizacao restrita sao geralmente ca-
racterizados por
Otimizar f(x) ()
sujeitoa  Q={z € R"; h(z)=0e g(z) <0}
em que h: R” — Rl e g: R” — R™. O conjunto § recebe o nome de conjunto vidvel do

problema de otimizacao.

Vale destacar que é possivel encontrar situagoes nas quais as restricoes envolvidas sao

apenas de igualdade, nestes casos, (4) se resume a

Otimizar f(z)

)
sujeito a Q= {x € R™; h(z) =0} (5)

com h: R — R,

2.1 Condigoes de Lagrange

Consideremos a funcao diferenciavel f: A C R" — R tal que = — f(z) = z esteja
sujeita & restrigio h: R” — R de forma que = — h(z) = 0, *T = [2},...,2}] seja minimizador
local de f, PT = [z%,...,2%, f(z*)] € R"! e seja S a superficie associada a f, isto é, S =
{(z, f(x)) € R*"L; 2 € A}. Seja ainda a fungdo vetorial v: X € R — A tal que y(t)! =
[z1(t),...,2,(t)] de modo que y(t) € A, z* € gr(y) e 7 seja diferencidvel, sendo gr(y) o grafico
de 7.

Com isso, tomemos t( como sendo o argumento de « correspondente ao ponto z*, assim

v(to)T = [z%,...,2%]. Isto posto, a composta fo~y: X C R — R consiste nos valores de f

rrn

restritos a curva 7, isto é, (f oy)(t) = f(v(t)) = f(x) com x € A.

Uma vez que z* é minimizador local de f, segue que

fla,...ap)t = f@") < flz) = fla,...,z0)

para todo x € A, assim segue da definicao de v que z7 = x1(to),..., 2 = z,(tp) e 1 =

21(t), ..., T = Tn(t) e assim
f(r(to)) = f(z1(to), - s xn(to)) < flaa(t), ... 2n(t) = f((1))
= (f o)(to) < (f o )(?)
para todo t € X. Portanto, segue que to é minimizador local de f o 7, logo
0=V(fo)(to) = Vf(y(tn))

= <8 (z*) - 21 (to), - -+ if(ﬂf*) : 96;1(?50)) (regra da cadeia)
0y oz,

_ (ail (x*),...,£lf(x*)> (@) (to), - -, 2 (to)) = Vf(2™) -+ (to).
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Ou seja,

Vf(z*) -+ (ty) = 0.

Assim, segue por defini¢ao que V f(z*) é perpendicular ao vetor da tangente +/(¢y) para
todas as curvas C. Por outro lado, supondo® Vh(z*) ortogonal a +'(ty) para todas as curvas,
isto é,

Vh(z*) -y (to) = 0,
obtemos que o V f(z*) deve ser paralelo a Vh(z*), e consequentemente paralelo a —Vh(z*), ou

seja, caso Vh(z*) # 0 existe* algum A € R de forma que
Vi) = —Vh@)A = V@) + Vhz*)A =0, (6)

Neste caso, (6) é conhecido como condicao de Lagrange e A é denominado como multiplicador

de Lagrange.

Com (6) Joseph-Louis Lagrange desenvolveu o método de busca de méximos e minimos
de fungoes sujeitas a uma restri¢ao h(x) = 0. Esse método afirma que caso f possua méximo e

minimo, e ainda, Vh(z) # 0 sobre a superficie h(z) = 0, entao
Passo 1 Determine todos os valores © € A C R” tais que (6) é satisfeita;

Passo 2 Calcule f em cada um dos pontos obtidos no Passo I, o maior dos valores

obtidos sera o maximo de f e o menor serd o minimo de f.

Isto posto, conforme destacam Izmailov e Solodov (2005), é comum reescrever® (6) em

termos da funcao Lagrangena, como estabelece a Definicao 1.

Definigao 1. Consideremos o problema de otimizacao restrita (5). A funcio £: R® x Rl — R
tal que = — L(z,\) = f(z) + h(z)A, com h(x) = (hi(x),...,h(x))T, é denominada Lagran-

geana de (5).

Assim, quando Vh(z) # 0, a existéncia de um minimizador local de um problema de
otimizagao restrita nos moldes de (5) estd condicionada a existéncia e unicidade do multiplicador
de Lagrange \. Tal fato fica garantido pelo Teorema 3 conhecido como Condi¢do de otimalidade
de Lagrange. Diante disto, para enunciar tal teorema precisamos definir o que vem a ser uma

condicao de regularidade.

Definigao 2. Seja o problema de otimizagao restrita (5). As condigoes {h(xz*);i =1,...,1} ser
um conjunto linearmente independente ou h ser uma funcdo afim, isto é, h(z) = Az — a com
A€ My, e a € R!, sio denominadas condigcdes de regularidade das restricées ou ainda

condicoes de qualificacao das restrigoes.

3Para mais detalhes, ver Stewart (2013, p. 845).
*Ver Guidorizzi (2000, p. 330) para mais detalhes.
50 leitor deve atentar-se ao fato de que a argumentacéo realizada anteriormente ao Teorema 3 considerou

h: B C R® — R, porém, o problema de otimiza¢ao estabelecido em (5) define h: R" — R!. Dito isto, também
é possivel mostrar a existéncia de A € R! para o caso em que a imagem de h (Im (h)) pertence a R!, contudo
sua demonstracao foge ao escopo deste trabalho. Ao leitor interessado, recomendamos a leitura do Capitulo 2 de
Izmailov e Solodov (2005).
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Teorema 3 (Condicao de otimalidade de Lagrange). Consideremos o problema de otimizagdao
restrita (5). Se x* € R™ € minimizador local de (5), f € diferencidvel em x*, h € diferencidvel
numa vizinhanca de x*, com derivada continua em x*, e uma das condi¢cdes de reqularidade das

restricées (Defini¢do 2) vdlidas, entdo existe \* € R! tal que
L (z*, ) = 0.
Caso a primeira condicdo seja satisfeita, entio \* € R' é unico.

Prova. Ver Izmailov e Solodov (2005, p. 46). O

Com isso, observemos que, para algum \ € R,
Lo(x,A) = Vf(z) + (Vh(z))A

enquanto que
Ly(z,A) = h(z),
deste modo, temos que

VL(z,\) =

Vi) + <Vh<x>>TA] |
h(x)

Ou seja, quando VL(z, \) = 0 temos que

V(@) + (Vh(z))"A

VL(z,\) = W)

0

] = [0] . (Sistema de Lagrange) (7)

Conforme destacado por Izmailov e Solodov (2005) caso esta condi¢ao de Lagrange
seja satisfeita significa que o gradiente da fungao objetivo (f’(z*)) pode ser descrito como uma

combinagao linear das derivadas parciais das restri¢oes, ou seja, combinagao linear de {hl; i =
1,...,1}.

Isto posto, assim como mostrado para problemas de otimizagao restrita nos termos de
(5), também é possivel mostrar um resultado semelhante para problemas mais gerais, nos moldes
de (4), tal resultado é conhecido como “Condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker”, ou mais economi-
camente, denominado por “Condicdes de KKT”. Para mais detalhes a respeito, recomendamos
a leitura de Izmailov e Solodov (2005), Izmailov e Solodov (2007) e Ribeiro e Karas (2013).

3 Programacao quadratica sequencial

Conforme apresentado até o momento existem resultados mateméaticos que nos permi-
tem assegurar a existéncia de solucao para problemas de otimizacao, desde que estes satisfacam
certas condicoes, além de apresentar meios para sua determinagao. Todavia, nem sempre a
busca de tais solugoes é vidavel (ou mesmo possivel) analiticamente, haja vista a nao linearidade

das fungdes envolvidas Luenberger e Ye (2016, p. 06).
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Neste sentido, ao longo dos anos foram desenvolvidos numerosos algoritmos para via-
bilizar a obtencao de solugao para problemas de otimizacao, mesmo que de modo aproximado.
Cabe salientar que no contexto de Otimizacao, a terminologia corrente utilizada como sinénimo

de Algoritmo é Método.

Mas o que vem a ser um Algoritmo? Conforme definido em Burden, Faires e Burden
(2015) um Algoritmo pode ser caracterizado como um “procedimento que descreve, sem ambi-
guidades, uma sequéncia finita de passos a serem feitos em uma ordem especifica” tendo como
objetivo “implementar um procedimento para resolver um problema ou aproximar uma solugao

do problema”.

Para ilustrar essas ideias, destacando a diferenga entre algoritmos sequenciais e nao-
sequenciais, consideremos a seguinte situagao. Imaginemos que estamos cansados de resolver
equacoes de segundo grau na mao e desejamos automatizar isso por meio de um programa de

computador, um algoritmo béasico para essa finalidade é descrito no Algoritmo 1 a seguir.

Entrada a < Valor do coeficiente a;
b < Valor do coeficiente b;

¢ < Valor do coeficiente c;

if b — 4ac # 0 then

—b+ Vb2 — 4dac
T < % ;
—b—Vb? —4dac
T < ;
2a
else
- —-b
T .
1 20,’
X9 < T1;
end

Output: As raizes sdo x1 e Ta
Algoritmo 1: Algoritmo bésico para a resolucao de equagoes segundo grau

Notemos que o Algoritmo 1 fornece uma receita, por assim dizer, de como obter as
rafzes de uma equacido do segundo grau, independentemente de serem reais ou complexas 6.
De toda forma, tal algoritmo ainda poderia ser melhorado no sentido de oferecer ao usuario a
possibilidade de resolver mais de uma equagao, conforme estabelece o Algoritmo 2. Assim, ao
acrescentarmos o laco de repeticao while, durante uma mesma execucao do algoritmo teremos a
possibilidade resolver varias equagoes de segundo grau, e mais que isso, cada resolucao independe

dos valores obtidos na execucao do lago anterior, portanto, temos um algoritmo nao-sequencial.

5Vale comentar que por definicio um algoritmo consiste em uma sequéncia de passos que, ao serem imple-
mentados, resolvem um problema ou, ao menos, aproximam uma solugdo. Sendo assim, ndao hé exigéncia de uma
linguagem de programagao em si, embora a utilizacdo de uma seja necessaria posteriormente.

De todo modo, a linguagem Python, que foi utilizada na implementagdo de PQS, tem suporte nativo aos
nimeros complexos, sendo assim o Algoritmo 1 tal como apresentado é passivel de ser implementado sem qual-

quer problema quando b* — 4ac < 0.
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B+ 1;

while B =1 do

a < Valor do coeficiente a;
b < Valor do coeficiente b;
¢ < Valor do coeficiente c;
if b — 4ac # 0 then

—b+ Vb? — dac
T 2a ;
—b—Vb? — dac
T2 < ;
2a
else
- -b
Ty 4 5
! 2a
T9 < T1;
end

Output: As raizes sdo z1 e z9

Output: Deseja resolver outra equagao? 1 para SIM. 0 para NAO.

B + Entrada do usuario ;

end
Algoritmo 2: Algoritmo bésico para a resolugao de equagoes de segundo grau

Todavia, existem algoritmos que para cada nova repetigao do lago (while, for, ..

)

utilizam-se dos resultados obtidos anteriormente. O método da bisseccao descrito no Algoritmo 3

é um exemplo deste tipo de algoritmo.

omar um intervalo [a, b];
b+a
2 Y

Escolher a condigao inicial como sendo xg =

k + 0;
while f'(zy) # 0 do
if f'(zx) <0 then
‘ a + Tp;
else
‘ b« xp;

end
_bta
=

Tk

end
Algoritmo 3: Exemplo genérico de implementacao do método da bisseccao

Observemos que a cada execugao do lago while o método da bisseccao reduz o intervalo

de busca da solucao do problema, que s6 é possivel pois a informagao do valor da derivada em

xk € levada em consideragao para atualizar o valor de a, ou de b. Ou seja, enquanto o critério de

parada nao for satisfeito, enquanto f’(x;) = 0 ndo ocorrer, cada execugao do lago while atualiza

o intervalo de busca para uma nova execucao considerando a informacao obtida na execucao

atual.
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E intuitivo notar que o Algoritmo 3 gera portanto uma sequéncia de pontos de R, deste
modo, temos que tal algoritmo é caracterizado como um Método Sequencial. De modo geral,
conforme formalizam Izmailov e Solodov (2007), temos um Método Sequencial “quando cada

ponto se define de acordo com a informacao obtida nos pontos anteriores”.

Definigao 4. Dado um problema de otimizacio nos moldes de (4) as imagens z', . . . Lz e R
da sequéncia de pontos geradas por um método sequencial sao denominados aproximacoes a

solucdo do problema, ou ainda, iterandos do método ”.

Convém mencionar que a sequéncia (z¥)pey gerada por algum método sequencial

também é conhecida como trajetoria.

Definigao 5. Seja x: N — R"™ uma sequéncia gerada por algum método sequencial. A geracao

_l’_

de uma nova aproximacao z*t! a partir de z* é denominada iteracdo do método.

Isto posto, vale destacar que varios algoritmos foram desenvolvidos para a resolugao
computacional de problemas de Otimizagao Quadratica, dentre eles tem-se o Método de Pontos
Interiores e o Simplex Modificado. Todavia, neste trabalho temos interesse em estudar o algo-
ritmo conhecido como Programacao Quadrética Sequencial (PQS) e vamos mostrar que no caso
de problemas nos moldes de 2 (com restri¢oes de igualdade) tal algoritmo os resolve em apenas

uma iteragao.

3.1 O algoritmo PQS

Conforme apresentado por Izmailov e Solodov (2007) e Ribeiro e Karas (2013) o método
de Programacao Quadratica Sequencial (PQS) consiste, em esséncia, “na resolugdo de uma

sequéncia de problemas de otimizacao quadratica” em que

a ideia consiste em substituir, a cada iteragao, a fungao objetivo por um modelo
quadratico do Lagrangiano e as restrigcoes por equagoes ou inequacoes lineares,
aproximagoes de Taylor de primeira ordem em torno no ponto corrente (RI-
BEIRO; KARAS, 2013).

Convém destacar que esse modelo quadratico do Lagrangiano consiste na aproximacao de Taylor

de segunda ordem para a fungao objetivo.

Com isso, esta abordagem permite reduzir um problema inicialmente complexo, a re-
solucao de uma sequéncia de problemas relativamente mais “simples”, “que muda a cada iteragao
de acordo com as informagoes disponiveis no ponto corrente” (RIBEIRO; KARAS, 2013). E
conforme pontua Izmailov e Solodov (2007) quando um problema de programagao quadratica
¢ adequadamente construido pode ser uma boa aproximacao do problema original, ao mesmo

tempo em que é de resolucao relativamente facil.

"Notemos que a notacio s, usada no contexto de R, é substituida por z* facilitando, desta forma, a associacéo

com o R".
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Diante disso, considerando o problema (5), temos que (8) formaliza matematicamente

estas ideias.

Otimizar ~ L(z*, AF) + V,(a)(z — 2F) + FV2, L(2F, AF) (z — 2F)
sujeito a € Q={zeR" h(zF) + 1 (z—2F) =0}

Isto posto, o Algoritmo 4 apresenta o método PQS 8.

scolher o palpite inicial (27, \Y);
k + 0;
while VL(2*, \¥) £ 0 do

4

Resolva o problema VL(x*, A\) = 0 obtendo um ponto es-

k+1

tacionario do problema e o defina como """, bem como

Passo 1:
o multiplicador de Lagrange associado e o defina como

)\k-i—l
\ y,

Passo 2: L+ k+1

end
Algoritmo 4: O Método PQS

Embora o Algoritmo 4 seja relativamente simples, e extremamente compacto, é natural
o questionamento “Como ezxecutamos o Passo 19”. Para isso, consideremos o problema de
minimizagao conforme definido em (5). Com isso, de acordo com o apresentado na Subsegao 2.1,
em particular na igualdade (7), segue que para z* ser minimizador local de f deverd ocorrer
(para algum X € R!) que
(9)

VL A) = 0 e Vf(a:*)+(Vh(x*))T)\] _ H |

h(z*) 0
A luz disso, notemos que podemos fazer uso do método de Newton-Raphson? ao considerarmos

p: R — RO
r — p(z)=VL(x,N).

Assim, reescrevendo (9) vem que
p(z*) =0. (10)

8Relembremos o conceito de ponto estacionério.

Definigao 6. Sejam f: Q C R™ — R diferencidvel em Q e x* € Q. Definimos z* como sendo ponto critico ou

(estaciondrio) de f se, e sé se, V f(z*) = 0.

“Para detalhes a respeito deste método, ver Izmailov e Solodov (2007), Ribeiro e Karas (2013) ou https:
//www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf.


https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf
https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf
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Tomando zF € R™ como sendo uma aproximacio para a solucao z* e aplicando o teorema de

Taylor de primeira ordem em torno de z* (com k fixo), obtemos que
p(r) = p(a") + Vo(a*) (@ — 2*) + r(z)

para lim () =0e x € Dom(yp), isto é, para z* suficientemente préoximo a x*, temos que

z—zk |l‘ — xk\
p(a) = p(a®) + V(a®)(z — 2¥), (11)
assim, de (10) e (11) temos que
p(a*) + Vp(a")(a* —2*) =0,

dessa forma, a execucao do Passo 1 no Algoritmo 4 depende da nao-singularidade da Hessiana
de £ em (xk, )\k), além é claro que as somas e multiplicacOes matriciais sejam possiveis. Caso

tais condicOes sejam satisfeitas, temos que

p(a*) + V(a®)(z* — 2*) =0

— v (e) 4 (v (o))
—viefet) (7] [)) = el

x
e para (V2L’ (xk, )\k))_l nao singular, temos que

A

— [ ox]-- mef) e (e

2] []- et wee). o

k

Portanto, a préxima aproximacao z**1 para x* é tal que

k1 ok
AL TR

Esta abordagem é conhecida como Método de Newton para o Sistema de Lagrange.

- (v% (xk )\k))_l VL (:nk )\’“) . (13)

Vale destacar que, em geral, como o custo computacional para inverter matrizes é maior

10

que o custo da resolugao de sistemas lineares™” e, visando um melhor desempenho computacional,

(12) foi reescrita em termos do sistema linear a seguir

V2L (azk,Ak> li

deste modo, a préxima aproximacao x

~vie () [

k

Ve <xk A’f) (14)

+1 para z* consiste em nada mais que a solucdo do

sistema linear (14), isto é, zFT! =z e A+l =\,

0Para mais detalhes ver https://www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico/livro-py/livro-py.pdf.
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Um caso particular

Isto posto, uma questao razoavel que emerge é: “E caso a fungao objetivo do problema
que estamos trabalhando ja seja uma quadratica? Ou ainda, e se além da funcao objetivo ser
quadratica, as restrigoes envolvidas nesse problema ja fossem lineares? Como ficaria a aplicacao
deste método?”. Pois bem, visando responder a tais questionamentos, consideremos o problema
quadrético similar ao definido em (2), porém de forma que as restrigdes envolvidas sejam de
igualdade, isto é,

Minimizar  f(z) = 2278z + o7z +c

(15)
sujeito a Az —b=0,

com z,v,b € R" c € R, S € Myxn(R) e A € My,,(R) sendo que S é simétrica definida positiva.

Neste caso uma vez que

k
V2L (xk A’“) N N e VL (mk )\k)
(n+)x(n+1) | X Ak (n+l)x1
(n+1l)x1 (n+1l)x1

ou seja, os vetores e matrizes envolvidos cumprem os critérios exigidos pelas defini¢oes de soma

e multiplicacao matricial, temos que

Sz* 4+ v+ AT )k

* h T)\k
Ve (o) = | VI T VRN 7 (16)
h(z*) Az* —b
bem como
Sz* + v+ AT\ S AT

2 k yEY) _ k vk _ _

VE(Q;,A)—V(VE(&C,A))—V( P >_ 0 (17)
Desta forma, levando (16) e (17) em (14) obtemos

S AT |z 1S AT | | 2P Sz* 4+ v+ AT)\F (18)

A 0| |A] |4 o] |A Az* —b ’

e com isso, a determinacao de (z, A) se resume a resolucao do sistema Sistema Linear de Lagrange.
Com isso, ao aplicar o PQS em (15), a solucao é obtida em apenas uma iteragdo conforme (18)

justifica, desde que, é claro, a Hessiana da Lagrangena em (z*, \*) seja nao-singular.

Vale frisar que o nimero de restrigdes é irrelevante para (14) do ponto de vista tedrico,
isto é, o nimero de linhas na matriz de restricbes A pode ser qualquer niimero natural, nao se

limitando a ter a mesma ordem que S.

Além disso, convém pontuar que por mais que teoricamente o problema seja resolvido
em apenas uma iteragao, esta uma iteracao pode demandar um alto custo temporal dependendo

do numero de variaveis, do nimero de restrigoes e do hardware envolvido.

Diante disso, a secao seguinte ilustra a resolugdo de problemas quadraticos com o PQS

conforme apresentado nas linhas anteriores.
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4 Exemplos

Com o objetivo de apresentar alguns exemplos numéricos da teoria exposta nas secoes
anteriores, bem como ter uma nogao do desempenho computacional, o Algoritmo 4 foi traduzido
para a linguagem Python considerando o Método de Newton para o Sistema de Lagrange nos
termos de (14).

Com isso, um banco de problemas de Programacao Quadréatica Restrita foi criado
por intermédio do algoritmo “generating-input-data.py”’ disponivel em https://github.
com/AugustoAlex/Mathematica-V2-PQS, sendo que a matriz S simétrica definida positiva foi
criada com entradas pseudo-aleatérias ', por meio do médulo random '? da linguagem Python,

conforme pode ser verificado no cédigo-fonte supracitado.

Além disso, é pertinente mencionar as caracteristicas fisicas do hardware no qual os
exemplos foram resolvidos, a saber, consistiu em um notebook pessoal com processador In-
tel(R) Core(TM) i7-5500U munido de dois nticleos e quatro thread(s) possuindo velocidade
minima de 500 MHz e méxima de 3000 MHz. Além de contar com dois chips de meméria RAM
SODIMM DDR3 de 4096MB cada, operando a 1600 MHz, bem como um SSD GIGABYTE
GP-GSTFS31240GNTD.

Como caracteristicas de software, utilizou-se o Python em sua versao 3.10.8 com seu
interpretador padrao (CPython). Tal software foi executado dentro de um sistema operacional

GNU/Linux, mais precisamente, Arch Linux.

Diante disso, seguem os exemplos.

Exemplo 1. Consideremos o problema de otimizagao

Otimizar f(z) ==z

o[ 142,71099  —123,3046
—123,30464 108,28907

>x+[47 59}x+4

—63 =77 64
sujeito a 2 —48 [961] - 132 =0
60 12 | “ |1
Condicdo inicial z* f(z!) ~ Solucdo aproximada obtida (22)  f(2?) =
(59 30) 61.561,63686  (-0,07745 —0,60868)  —20,87660

110 algoritmo para obtencéo dessa matriz S foi implementado segundo sugere Ribeiro e Karas (2013), enquanto
que todos os demais elementos do problema (2) também foram gerados com entradas pseudo-aleatdrias.

Ainda, convém também pontuar que quando falamos de programagcado computacional nao existe aleatoriedade
no sentido estrito, mas sim obtencao de niimeros que parecem aleatérios, em suma na pseudo-aleatoriedade a
saida do gerador parece aleatdria para um observador externo, conforme conceituado em Gutterman, Pinkas e

Reinman (2006).
12Para mais detalhes a respeito deste médulo recomenda-se a leitura de https://docs.python.org/3/library/

random.html?highlight=random#module-random.
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Ainda, convém destacar que a obtengao da solu¢do para este exemplo (com apenas 3

varidveis) e trés restrigoes levou cerca de 0,00345 segundos.

A Figura 1 ilustra o grafico associado a este exemplo. Nele, o ponto em vermelho

identifica o minimizador deste problema.

leg

Eixo z

2000°°°

0 —2000 _ixo0 Y
Exox 2090 4000 ~200¢°% &

—4000 _3000

Figura 1: Grafico associado ao problema de otimizagao do Exemplo 1

Na sequéncia, sao apresentados os valores funcionais iniciais e finais, bem como o tempo
de execucao, de dois outros exemplos, um com 1000 varidveis e 1000 restricoes. E, outro com

5000 variaveis e 5000 restricoes.

Exemplo 2. Este exemplo trata-se de um problema contendo 1000 varidveis e 1000 restrigoes
que, conforme descrito anteriormente, foi gerado pelo algoritmo “generating-input-data.py”.

Os resultados obtidos sao apresentados a seguir.

f(x!) aproximado f(x?) aproximado Tempo (s)
802.407.623,98335  1.798.430, 50698 0, 33481

Exemplo 3. Similarmente ao exemplo anterior, este consiste de um problema contendo 5000
variaveis e 5000 restri¢oes que foi construido pelo algoritmo “generating-input-data.py”. Os

resultados obtidos sao dispostos a seguir.

f(x!) aproximado f(2?) aproximado Tempo (s)
442.862.516, 44263 98.902, 74119 18,48927
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Conclusoes

Neste trabalho escrevemos sobre o Método de Programacao Quadratica Restrita, mos-
tramos que no caso da fungao objetivo ser quadrética, e possuir restri¢oes lineares (de igualdade),
o problema é resolvido em apenas uma iteracao. Por fim, visando exemplificar a teoria bem como

ter nocao do desempenho computacional, apresentamos trés exemplos numéricos.
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Representacao de rotagoes no espago com quatérnios
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Resumo: E comum e intuitivo encontrar a representagao de rotagdes no espago em
termos de angulos e eixos, no entanto, existem outras representagdes para rotagoes
com grandde utilidade pratica. Uma alternativa para a representacao de rotacgoes é a
utilizagdo de quatérnios. Os quatérnios, entre outras propriedades, podem represen-
tar uma rotacao no espago e ser operados, de maneira a representar novas rotagoes,
apenas com operacoes basicas de soma e produto. Com isso em mente, esse artigo
tem o objetivo de mostrar a representacao de rotagoes através de quaternos.

Palavras-chave: quatérnios, rotagoes, Hamilton.

1 Algebra dos quatérnios

Nessa se¢ao faremos um levantamento geral da algebra dos quatérnios, como o intuito
do artigo nao é o de detalhar e demonstrar todas as defini¢ées e propriedades dos quatérnios,
sugerimos o artigo GUZZO & TOSTI(2017) que faz a exploracdo dos elementos da algebra dos

quatérnios.

Os quatérnios foram organizados para estender as propriedades dos nimeros comple-
x0s para o espaco tridimensional e sua definicao carrega alguns elementos que remetem aos

complexos. A seguir damos a definicao formal dos quatérnios.

Definicao 1. O conjunto dos ntmeros quatérnios, denotado por H, é formado por todos os
nimeros na forma ¢ = a+ bi+ cj +dk, com a,b,c,d € R e i, j, k satisfazendo i* = j2 = k? = —1,

ij=ke ji=—k.

Da defini¢ao conseguimos retirar uma série de igualdades bastante usuais e recorrentes

nas operagoes com quatérnios, entre elas:

ijk = (ij)k = kk = k? = —1

Nos céalculos acima é assumida a associatividade da multiplicacao nas componentes 1, j

e k.
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Da definigdo 1, conseguimos observar varias semelhancas com os nimeros complexos,
em especial, gostaria de dar destaque aos elementos i,j e k que carregam a propriedade da

unidade imaginarias dos nimeros complexos, eles tem o quadrado igual a —1.

Tal como nos complexos, para os numeros quatérnios, definimos parte real e parte

imaginaria e é o objeto da definicdo a seguir.

Definicao 2. Dado um quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk, definimos a parte real de ¢ como o
nimero real a e denotamos a = Re(q). Também definimos a parte imaginaria de ¢ como o vetor
U = (b, ¢,d) e denotamos Im(q) = (b, ¢, d).

Nos termos da defini¢do acima identificamos o vetor U = (b, c,d) € R com o quatérnio
bt + ¢j 4+ dk, de onde podemos escrever ¢ = a + .

Chamemos de H° os quatérnios tais que Re(q) = 0 isso é,
H° = {q € H|Re(q) = 0},
chamaremos também os elementos de H° de quatérnios puros.

Definicao 3. Dados dois ntimeros quatérnios, ¢ = a + bi +cj + dk e r = e + fi 4+ gj + hk,
dizemos que g = r se, e somente se, a = e,b = f,c = g e d = h. De outra forma q = r se, e

somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).
As consideragoes anteriores definem o conjunto dos nimeros quatérnios. No que segue,
apresentaremos as operagoes definidas nesse conjunto.

Definigao 4. Definimos a soma entre dois niimeros quatérnios ¢ = a +bi +cj+dk =a+ U e

r=e+ fi+gj+ hk=e-+ U como a aplicacio

+: HxH — H
(¢,r) +— q+r

onde a soma é definida por
g+r=(a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk)=(a+e)+ b+ fli+(c+g)j+ (d+h)k
que é equivalente a
gtr=(a+U)+(e+V)=(a+e)+ (U +7)

onde (U + ) denota a soma usual de vetores em R3.

E importante destacar que a soma de nimeros quatérnios goza das propriedades usuais
de soma, isso é, ela é associativa, comutativa, tem elemento neutro igual a ¢ = 0 + 6> e um
quatérnio r = a + bi 4+ ¢j + dk tem oposto em relagao a soma dado por w = —a — bi — ¢j — dk.
Nao faremos a demonstracao dessas propriedades aqui mas indicamos as bibliografias BUTZGE
(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844) onde podem ser encontradas.
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Definicao 5. Definimos a multiplicacao de um ntimero quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk por um

numero real o como a aplicacao

RxH — H
(q) — ag

onde a operacao é definida por
aq = ala+bi+ cj + dk) = (aa) + (ab)i + (ac)j + (ad)k
que também pode ser visualizada na forma vetorial como
aq = ala+ ) = (aa) + (o),
aqui a denota a operacdo usual de multiplicacdo por escalar de vetores de R3.

Definigao 6. Definimos a multiplicacao entre dois ndmeros quatérnios ¢ = a+bi+cj+dk = a+u

er=e+ fi+gj+hk=e+ U como a aplicacio
HxH — H
(¢r) — qr

onde a multiplicacao é definida por

qgr = (a+bi+cj+dk)(e+ fi+ gj + hk)
= (ae—bf —cg—dh)+ (af +be+ch —dg)i+ (ag — bh + ce + df )j + (ah — bg + cf + de)k

que pode ser representado na forma vetorial como

gr=(a+W)e+V)=(ae— (U, V) + (¥ +ed + U AT),

onde (7, 7) denota o produto interno (ou produto escalar) de vetores em R3 e U AV o produto

vetorial entre vetores de R3.

E importante destacar que a multiplicacao de quatérnios tem a propriedade associativa,
porém a multiplicacao de quatérnios nao é comutativa, basta tomar como exemplog=ier =3

no conjunto dos quatérnios e verificar que
qr=1j =k erq=ji= —k.

A multiplicacdo de quatérnios tem elemento neutro igual a 1 4+ 07 +0j + 0k =1 + 6),
ao qual escreveremos simplesmente 1, ficando subentendido que 1 € H. Isso é, dado q =
a+ bi + cj + dk, temos

qg-1=1-q=q.

Para mais detalhes ver BUTZGE(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844).
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E finalmente, a multiplicagao de quatérnios tem o elemento inverso. Dado um quatérnio

g=a+bi+cj+dk=a+ U, tal que a2 + b2 + 2 + d? > 0, este admite elemento inverso pela

I e pode ser expresso por

= () () 7 () o

onde ]7] = Vb2 + % + d? é a norma usual de um vetor de R?. Além disso, esse ¢~* é o tinico

quatérnio que cumpre

multiplicacao o qual sera denotado por ¢~

Definigao 7. Seja g =a+ U = a+ bi + ¢j + dk € H. O médulo de g ¢ o niimero real definido

|q| :\/a2—|—b2+c2+d2: \/aQ—Hﬁ]Q.

Definicao 8. Seja ¢ =a + U =a+bi+ c¢j +dk € H. O conjugado de g é o quatérnio definido

por

por
azafbifcjfdk:afﬁ.

Das duas ultimas defini¢oes podemos reescrever a expressao para o inverso de um
quatérnio. Dado ¢ =a+bi +c¢j +dk =a+ U com a? + b2+ 2 +d? > 0, seu inverso pode ser

escrito como

Observe que, da igualdade anterior, quando ¢ é um quatérnio de médulo 1, vale que

g=q "

2 Representacao de rotagoes com quatérnios

Uma rotagao no plano pode ser representada por um nimero complexo, podemos as-
sociar a matriz de rotacao aplicada em um vetor com o produto de dois nimeros complexos. A
ideia para representar rotacoes com quatérnios segue o mesmo caminho, representar a matriz de

rotacao no espaco tridimensional aplicada a um vetor como o produto de dois quatérnios.

Considere o conjunto
5% ={q € Hl|lq| =1}.

Sendo ¢ € S3, ou seja, um quatérnio de médulo 1, é possivel construir um operador de rotacio
com ¢ de maneira que seu efeito sobre um vetor nao nulo v € R?, seja rotaciond-lo um angulo

0 € R em torno de um eixo especifico BUTZGE(2021), HANSON(2005).

Como ja fizemos anteriormente, usaremos a identificacio de u € R? com um quatérnio
puro ¢ = 0+ U € HY, identificando R3 e HC podemos usar a multiplicacao de quatérnios para

representar as rotacoes no espaco. Nesse caminho, considere o operador definido abaixo:
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Definicao 9. Dado ¢ € S3, o operador de rotacdo R, obtido a partir de ¢ ¢ definido por

R, : HO — HO°
v = qUuq.

O operador definido envolve o produto entre trés quatérnios, q e g quatérnios de médulo
unitario que fazem parte da definicado do operador e o quatérnio puro v, o quatérnio no qual age

o operador, que se identifica com um vetor de R3.

Trabalhamos para que esse operador represente uma rotacao no espaco, nesse caminho,
uma verificagdo importante de se fazer nesse momento inicial é a boa defini¢ao do operador, isso
é, se resultado dessa operacio realmente é um quatérnio puro de H°. De fato, seja ¢ = a + U e

0:0—1—7, teremos
Ry(v) =qug = (a+ W )v(a—T)
= ((Z, D +aT+TdAT)(a—)
= (W, )+ @V +UNT, W)+ (U, U +a(a¥ +d AT
+aT + T AT) A (1)

Primeiramente olhemos para a parte real da expressao acima, esta é,

—a(U, )+ (T + U AT, W) = —ald, V) +a(V, W)+ (Z AT, D)
= (WA, ).

Lembrando que ANV éo produto vetorial da geometria analitica e representa um
vetor simultaneamente ortogonal a Ue e, além disso, o produto interno entre dois vetores
ortogonais é zero, de onde concluimos que a parte real Re(R,(v)) = 0, ent@o este é elemento de

HO, confirmando que o operador estd bem definido.

Agora trabalhando com a parte vetorial de (1) temos

(@, T +alaT + T AT+ (@T +TAT)A—G = (@, DT +2T +a(TATD)
—aT AT+ (T AT)A(Z0)
= (U, VU +a*7 +2a(q A

HAAT)A(ZR). (2)

Observe que o ultimo termo de (2) apresenta um duplo produto vetorial, conforme pode
ser visto em BOULOS & CAMARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), esse termo

pode ser escrito como
(T AT A () = (T, ~0)T — (T, 0T = —[TPT + (T, 7)T
e substituindo em (2) teremos

(@, DT +a(aT+ AN+ (@T+TAT)AD = (2= |TP)T +2(W, TV T +2a(TAT) (3)
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Desta ultima expressao, a equacao (3), podemos escrever a atuacao desse operador
como uma operacgao matricial. Olhando separadamente para as tres parcelas da soma no lado

direito de (3) e considerando que v = (r,y,2) além de ¢ = a + U = a+ bi+ cj + dk teremos

1° termo
T
(@ [TP)T =@V --d) | y |,
z
2° termo
b b2 be bd T
WU, N =20bz+cy+d2) | ¢ | =2| be 2 od :
d bd cd d? z
3° termo
i j k
2(UAV) = 20| b ¢ d
rT Yy z
= 2a[(—dy+ cz)i + (dx — bz)j + (—cx + by)k]
0 —-d c x
= 2a d 0 -=b Y
—c b 0

Somando os trés termos teremos uma expressao para (3) que coloca o operador (1) em

forma de operador linear

a?+v? - —d? 2(bc — ad) 2(bd + ac) x
Ry(v) = 2bc+ad)  a? -+ —d>  2(cd— ab) y |- (4)
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? - - +d?

Exemplo 1. Considerando os quatérnios unitérios

V3 o1
Go=—+2
2 2

1, Qy = + + =k

j € q> =

SES

N |
ol
w

N |

e um vetor U = (z,y,z) que pode ser associado ao quatérnio puro v = 0+ xi + yj + zk temos

1 0 0
X
1 V3
Ry, ()= 0 5 & y |
V3 o1
0 _ _
2
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1o, V3
2 2
X
Ry, (v) = 0 1 0 ,
V3 1
2 2
V3
2 2
xr
Rp(w)=| _v3 1 ||
2 2 .
0 0 1

Observe que as matrizes acima sao as conhecidas matrizes de rotacao do vetor v =

T . .
(z,y,z) um angulo de 3 em torno respectivamente dos eixos z,y e z.

2 2 10
qz\f—%\/»j—%\/»k

2 5) 10
é um quatérnio unitério e sendo ¥ = (x,y,2) que pode ser associado ao quatérnio puro v =

0+ xi +yj + zk temos

Exemplo 2. O quatérnio

V5 2

O _
5 5
f X
5 2
=15 5 3
25 2 1
5 5 5

A matriz anterior também representa uma rotacio do vetor v = (z,y,2) no espago
tridimensional, mas precisamos de elementos adicionais para descrever com mais precisao essa

rotacdo. Adiante retornaremos a esse exemplo para analisar qual rotacdo essa matriz representa.

Para mostrar que a imagem de v pelo operador R,(v) representa uma rotacao no espago
para o vetor mostraremos a seguir que esse operador preserva a norma do vetor em R3. Para

isso demonstraremos a igualdade a seguir.

Proposicao 10. Dados q,r € H wvale
lqr| = lqllr].

Prova. Sejam q = qp + U er=ry+ . Temos

larl* = |(qo + ) (ro + @)
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= [(qoro — (V, W) + (@ ¥ + 10V + T A%

A partir da igualdade anterior, usando a definicdo de médulo de quatérnio e médulo

de vetor de R3, podemos escrever

lgr> = (qoro — (U, W))2 + (@ W +70¥ + U AT) [ (5)

Na equagao (5), lembramos mais uma vez que, U AU é simultaneamente ortogonal
a e 7, e também o é para qualquer combinagao linear dos dois vetores BOULOS & CA-
MARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), o que nos diz que

g0 +700 + VAU =g +roV |2+ [T AT

Retornando essa igualdade a (5) e expandindo também o quadrado da diferenga che-

gamos a

lqr|* = q§rg — 2q0r0(V, W) + (U, W) + ol +ro V> + [V AT (6)

Das definicdes de produto interno e produto vetorial de R? temos

(T, 2+ [T AT = [T

e, trabalhando com a norma da combinacdo linear colocando na forma de produto interno,

conseguimos

@ +ro VP = (@@ +r07, U +107)
= @|T +2q0ro(W, V) + 3| VI
Substituindo as duas ultimas igualdades em (6) teremos
lar? = gt + @I+ 3|V + [V

= @U§+ TP+ [VPOF+ )

= (a6 +[TPS+ [P

= lal?IrP?,
de onde extraindo a raiz temos |qr| = |q|||

O]

Com a proposicao 10, considerando que o médulo de um quatérnio puro coincide com a
norma de vetores de R? e que o médulo do quatérnio ¢ é igual ao médulo do quatérnio conjugado

g, podemos verificar que o operador R, preserva a norma de vetores. De fato
[Rq(v)| = lqug| = [qllvllg] = |vl,
lembrando que g é um quatérnio unitério.

O préximo teorema mostra como ¢ a atuacao geométrica do operador R, no vetor v.
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Proposicao 11. Dado q = qo + U € S3, entdo, o vetor A\U € invariante por Ry para qualquer
AeR.

Prova. Considere a expressao de R, dada por (3), reescrevendo para R (A7) teremos

RyAD) = (@ — [@*)Xu + 2(@, M) T +240(T A M),

~ . - .
Na expressao acima podemos observar que UANT = 0 por ser o produto vetorial
de dois vetores paralelos e além disso, 2( ,A\U) U = 2| [>?AW. Com essas tltimas identidades
chegamos a

RyOT) = (¢ + [T PAT.
Como g € 53 temos (g2 4 | |?) = |¢|> = 1 e portanto

R,(\7) = \u

Teorema 12. Dado q = gy + U € S3, tal que,

qzqo+7:cos<z>+sen<g>%

com ° #+ ﬁ, a parte vetorial W de Rq(ﬁ) = q7§ — 04+ éa rotagdo de T de um angulo 0

em torno do eizo gerado por U, onde 6 = 2- arccos(qo) € [0,2m)

Prova. Chamemos de V' o espago vetorial gerado pelo vetor @ e V+ o complemento ortogonal

de V e ¥ € R3. Vamos escrever o vetor ¥ em duas componentes ortogonais, o vetor d na
_>

direcao de U, isso nos diz que, qd =\, para algum A € R e o vetor b perpendicular ao vetor

7, logo K pode ser escrito como

7:74-?:)\7—#?60111/\6]&

Como ¥ € RR3, U estd associado com um quatérnio puro e, da ultima igualdade
podemos escrever
v

Ry(T) = Ry(@ + b) = Ry(@) + Ry(D),

onde a ultima igualdade vem do fato de R ser operador linear por (4).

Usando a proposicao 11, teremos que Rq(E)) = 7, temos

—

Ry(T) = @ + Ry(). (7)
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O

R(b)

oL

oy
<}

R(V)

Figura 1: Acao do operador R sobre o

%
Voltaremos nossa atengao para R,( b ), usando para o operador a expressao (3) chega-

mos a

Ry(B)=qba= (G — [0 +20(7, D) +2q0( A D),
%
b

_>
onde podemos observar que u L o que nos dé que <7, b) = 0 e essa expressao pode ser

reescrita como
%
b

Ry(B)=qbg= (2~ 7D +20(T A D).

Vamos reescrever a segunda parcela da soma 2qg(7 A ?) = 2qo|7\ <% A ?) e
4

_)
chamemos ¢ = <m ADb >, nesse caso, nossa igualdade se torna

— —
Ry(b) = (g5 — ") b +2q0| 7| (8)
Observe que o vetor ¢ é elemento de V.

Como o quatérnio g é unitdrio, |¢| = ¢3 + |7 |2 = 1, usando a identidade trigonométrica

fundamental e o fato que existe um tnico 6 € [0, 27) tal que

qozcos<g> e |7|:sen<g)

Retornando essas informagoes para (8) temos

1) = (o (2) e (1)) 520 (2 n (2) 7
— cos(8) b +sen(6)T
— T cosh+ T senb,

ﬁ
que representa a rotagao do vetor b em torno do eixo gerado pelo vetor 7 de um angulo 6 em
VL. Usando esse tltimo resultado em conjunto com (7), podemos concluir que Rq(ﬁ), como

vetor, representa a rotacao do vetor 7, um angulo #, em torno do eixo gerado por q. ]



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.

V. 2 (2022) - pp. 37 - 49 47

Exemplo 3. Para representar a rotagao do vetor v = (1,0,1) em torno do eixo gerado por

s
U = (0,2,1) de um angulo de 5 vamos construir o quatérnio segundo o enunciado do teorema
12.

Temos

| =V02+224+12=+5

O que nos leva a

() e ()
= s (3) e (2) 0.2 )
- ?*f@\% 15)
_ ‘f+ §j+‘£0k;. 9)

A expressao (9) é o mesmo quatérnio mencionado no exemplo 2. Aqui damos o signifi-

cado para a matriz do referido exemplo, essa matriz representa a rotacao de um vetor em torno
T

do eixo gerado por (0,2, 1) de um angulo de 5 O exemplo 2 nos diz que qug pode ser calculado

pelo produto de matrizes

) Y5 25 215
5 5 5
1
V5 4 2 o | =| Yo+2
5 5 5 5
2v5 2 1 1-2v5
5 5 5 5

2V5 V5+2 1—-2v5
5 b

Observe que @ = R,(v) = < 5 5

) e U = (1,0,1) tem a mesma
norma,

V| = V12 + 12 = V2,

205\ [(vB+2\' [1-2v5)"
= () (57) ()

20+5+4\/5+4+1—4\/5+2o

25 25 25
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= V9
25 vz

~ s .
e para verificar que @ é a rotacao de 7 um angulo de — em torno do eixo gerado por ,

calculemos o angulo entre as projegoes de W e no espaco ortogonal ao subespaco gerado por

7, sejam Wi, e g essas projecoes, temos

w6 = Proja(1,0,1) = (1,0,1)

= {©,2,1), (1,0, 1)>(o 2,1) — (1,0,1)

02
- (‘1’5"5>

= _ pro: 2vh V5+2 1-2V5 2v5 VE+2 1-2V5
woo = ey \ T Ty T 5 5T T
0.2.1) 2v5 V5+2 1-2V5
B NI <2\/5 V5 +2 1—2\/5>
- (0,2,1) — , )
5 5 5 5
_ (021 2v5 V542 1-2V5
- ( 55) 5° 5 5
_ (25 VB VB
N 57 55

. . 7 7T
Finalmente, para concluir que o angulo entre 6 e wj é 5 calculemos o produto escalar

<<_12 4> < 21/ \/52\/5)>_2\/5 2v5 _8V5 _10v5 _10v5 _
’ '\ 57 575 h N B ’

5 5 5 25 25 25 25

o que verifica o desejado.

Conclusoes

O Teorema 12 nos diz que a rotacdo de um vetor 7 um angulo 6 em torno de um eixo

unitdrio o pode ser representada pela multiplicacao de quatérnios

qvq

q = cos <Z> + sen <Z> U

onde
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que ainda, conforme a deducao em (4), quando representamos o quatérnio ¢ na forma q =

a + bi + cj + dk, a rotagao pode ser representada pela multiplicacao de matrizes

a2+ 0% —c—d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
2(bc + ad) a? b +c2—d? 2(cd — ab) 7.
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? - b -2 +d?
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Resumo: As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sao conhecidas por oferecerem uma
condi¢ao necessaria na busca de solugoes para problemas da otimizagao mono objeti-
vos, sujeitos a restrigoes de desigualdades. No entanto, essas condigoes sozinhas sao
insuficientes para garantir o status de condigao de otimalidade. Para corrigir essa
debilidade, sao necesséarias condigoes de qualificagoes que permitem a verificagao de
KKT. Neste trabalho utilizamos algumas das herancas de um vetor derivada dado
pelo Teorema da Fungao Implicita, com objetivo de provar as condigoes de KKT a
luz da qualificagdo de Independéncia Linear dos gradientes das restrigoes.

Palavras-chave: Otimizacao; Karush-Kuhn-Tucker; Condigao de Qualificagao.

1 Introducao

Otimizagao Matematica é a arte de, com base em algum critério, determinar o melhor
elemento em um conjunto de alternativas dado. Mais especificamente, um problema de oti-
mizagao consiste em minimizar ou maximizar uma determinada fungao f, denominada fungao ob-
jetivo, sujeita a determinadas condigoes €2, denominadas restricoes (RIBEIRO; KARAS, 2013).

E usualmente escrito na forma
minimizar  f(x)

(1)

sujeito a  x €
com o denominado conjunto vidvel @ = {z € R"|h(z) = 0eg;(z) < 0}, h : R® — R™,
gj :R" = Roparaje{1,2,...,p} e f: R" — R fungoes diferencidveis. Quando o conjunto 2 é
o espaco n—dimensional, o problema de otimizacao é dito irrestrito. Se a fungao objetivo, ou uma
das fungoes que descrevem as restrigoes é nao linear, entao o problema é dito de Programacao

Nao Linear.

Na otimizagao irrestrita, as condicoes necessarias e suficientes de primeira e segunda
ordem sao formuladas a partir das derivadas da fung@o objetivo, ndo necessitando de hipdteses
adicionais em seus enunciados para torné-las condi¢oes de otimalidade (RIBEIRO; KARAS,
2013). J4 na otimizagao restrita, segundo Marchand (2016), quando (1) tem somente restricoes
de igualdades, o matemético Joseph Louis Lagrange mostrou que se 2° € Q é solucio do pro-
blema, como consequéncia existirao vetores A € R™ e p € RP, conhecidos como multiplicadores
de Lagrange, de modo que podemos escrever V f(z”) como uma combinacao linear dos vetores

gradientes das restrigoes aplicados nesse ponto, isto €,

m p
V() + Z A Vhi(zY) + Z 1;Vg;i(z°) = 0.
=1

j=1
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Esta condicao é conhecida como condi¢ao de otimalidade de Lagrange, reiterando que
vale apenas quando as restrigdes do Problema (1) sdo de igualdades. Para um problema com
restricoes gerais de igualdades e desigualdades, alguns elementos devem ser inseridos na otima-
lidade para obtermos as denominadas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) que é o objeto

de estudo desse trabalho.

Sendo considerado por muitos estudiosos como o resultado central da Otimizacao, o teo-
rema de KKT é constituido por testes de primeira derivadas, denominadas também de condigoes
necessarias de primeira ordem para a solugdo de um problema geral de otimizagdo nao linear,
sob alguma condicao de qualificacao. Entendemos aqui que condicao de qualificacao é qualquer

hipétese que permite demonstrar as condi¢oes de KKT.

Ainda antes da década de 50, as condicoes de otimalidade foram estudadas para o
Problema (1) com as restrigoes 2 gerais de desigualdades primeiro por Fritz John (JOHN, 1948)
e, em seguida, por Harold W. Kuhn e Albert W. Tucker (KUHN; TUCKER, 1951). Mais tarde
descobriu-se que estas condicoes de Kuhn-Tucker ja haviam sido estabelecidas anteriormente
por William Karush em sua dissertagao de mestrado pelo Departamento de Matematica da
Universidade de Chicago (HAESER, 2015). Hoje, as condic¢oes de otimalidade para restri¢oes

gerais sao conhecidas como condigoes de KKT (Karush-Kuhn-Tucker).

Uma das hipdteses mais conhecidas, e a que serd nosso foco, é a Condigao de Quali-
ficacao de Independéncia Linear (LICQ). Essa condigao se caracteriza por sua simplicidade, mas
tem a desvantagem de ser uma hipétese muito forte para garantir KKT. Assim, existem diversos

problemas que cumprem KKT, mas LICQ nao ¢é satisfeita, como mostrado ao final do artigo.

O objetivo neste texto é ir de Lagrange a KKT, utilizando propriedades de um vetor
tangente dado pelo Teorema da Funcao Implicita, diferenciando pontualmente a demonstragao
apresentada neste trabalho, daquela apresentada em Luenberger (2008), quando a condigao de
qualificacdo é a de Independéncia Linear das restrigdes (LICQ). Nao obstante, o texto deixa

completo uma demonstragao de KKT desde o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

2 Introducao a Otimizagao

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados de Otimizacdo e de Andlise no
R™ fundamentais para compreender e utilizar o teorema de KKT. Supomos que os resultados
cldssicos da Algebra Linear sejam conhecidos, como por exemplo os teoremas de nicleo imagem
e soma direta. Informagoes mais detalhadas podem ser encontradas em Elon (2004), Luenberger
(2008), Ribeiro e Karas (2013) e Steinbruch (1987).

Definigao 1. (Minimizador global/local) Considere uma fungio f : @ C R* — Re 20 € Q.

0 ¢ um minimizador local de f em Q quando existe 6 > 0, tal que f(2°) < f(z),

Dizemos que x
para todo x € B(2°,5) N Q. Caso f(2") < f(x), para todo = € €, 2° é dito minimizador global

de f em €.
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Observemos que um ponto de minimo global é sempre um ponto de minimo local, e
dentre todos os pontos de minimos locais, podemos ter um ou mais que sao pontos de minimo

global.

De acordo com Haeser (2015), o termo condi¢do de otimalidade é usado para se referir
a qualquer condicao satisfeita por uma solugao de (1). Logo, por exemplo, a viabilidade ou a
otimalidade local sao condigoes de otimalidade. Identificar um ponto de minimo local é muito
dificil, por isso precisamos procurar por pontos que validem alguma propriedade que também é
validada pelos minimos locais. Isto é feito para o caso irrestrito na proxima definicao, o que é

também exemplo, portanto, de condicao de otimalidade.

Definigao 2. (Ponto estacionario) Seja f : R”™ — R uma fungao continuamente diferencidvel,
em 2V € R" e satisfaz a condigdo de Vf(z") = 0, entdo 2° é dito ser um ponto critico (ou

estaciondrio) de f.

Conjuntos compactos carregam propriedades relevantes na otimizacao.

Definicao 3 (Conjunto Compacto). Um conjunto 2 C R™ é compacto quando €2 é fechado e

limitado.

O préximo resultado garante que, se uma funcao for continua em um conjunto com-
pacto, entao ela assume um valor maximo e um valor minimo global nesse compacto. Esse
teorema € utilizado na comprovagao da existéncia de extremos globais para o Teorema dos

multiplicadores de Lagrange e até de KKT.

Teorema 4 (Teorema de Weierstrass). Sejam f : Q@ C R® — R continua e Q2 compacto e nao

vazio. Entdo existe minimizador global de f em €.
Prova. Em Ribeiro e Karas (2013). O

Na demonstracao do Teorema de KKT apresentada neste texto, precisamos de resul-
tados sobre planos tangentes a alguma superficie (hiperficie de nivel zero) em um determinado

ponto.

Definicao 5. Um vetor que é ortogonal a todo vetor que seja tangente a alguma curva C' da

superficie S no ponto p é denominado de vetor normal a S no ponto p.

Teorema 6. Seja f : R™ — R e a equagao de uma superficie S for dada por f(x) = 0, com
todas as derivadas parciais continuas e nem todas nulas no ponto p € R™ em S, entdo o vetor

normal a S no ponto p serd V f(p).
Prova. Fixado p € S, devemos mostrar que V f(p) é ortogonal a S, isto é, mostrar que V f(p) é
ortogonal a qualquer curva diferencidvel sobre S que passe por p.

Considere r(t) = (r1(t),r2(t), ..., (t)) uma curva diferencidvel qualquer sobre S pas-

sando por p. Logo, por estar sobre S, a curva r(t) satisfaz a f(ri(¢),r2(t),...,rn(f)) = 0, e
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suponha r(tg) = p. Derivando a equacao f(r1(t),r2(t),...,m(t)) = 0 em relagdo a t, teremos
Of (x) dri(t) | 0f(x) dra(t) Of (x) dra(t) _
ory dt + Ory dt Tt or, dt 0-

Calculando em tg, obtemos

<<5f(29) of(p) 3f(P)> ’ (dﬁ(tO) dra(to) drn(tO))> —0,

ory 7 Org 77 Oy, . ' dt 777 dt
que é (Vf(p),r (to)) = 0, portanto, V f(p) L r'(tg). Assim, V f(p) é ortogonal a todos os vetores
tangentes a S no ponto p. O

Em seguida, introduzimos o conceito de direcao de descida que é o vetor no qual a

fungao estudada sempre decresce.

Definigcao 7. Considere uma funcao f : R” — R, um ponto T € R"™ e um vetor direcao
d € R™—{0}. Dizemos que d é diregao de descida para f, a partir de T, quando existe um 6 > 0
tal que f(z +td) < f(T),V t e (0,0).

O proximo resultado caracteriza direcao de descida, a partir do vetor gradiente.

Teorema 8. Se f ¢ diferencidvel em x e Vf(z)Td < 0 entdo d é uma dire¢io de descida para

f, a partir de T.
Prova. Em Ribeiro e Karas (2013). O

A seguir apresentamos o Teorema da Fungao Implicita que é utilizado na demonstracao
dos teoremas de multiplicadores de Lagrange em otimizacao de problemas com restricao de
igualdade, e que é essencial para estabelecer o teorema de KKT com restricoes gerais. Esse
teorema caracteriza as condigoes locais para que de uma relagdo G(z,y) = 0, com = € R" e
y € R, consigamos definir y = y(z). A prova do Teorema da Funcao Implicita pode ser feita a

partir do Teorema da Fungao Inversa, ou independente deste. Mais detalhes em Elon (2004).

Teorema 9 (Teorema da Funcao Implicita). Seja G : RF x R™ — R™ wuma funcio de classe
Ct. Suponha que G(Z,y) =0 e
0G(Z,y
’ (x,y)’ 40,
Ay

Entdo, existe um aberto W C R¥ e ¢ : W — R™ funcdo de classe C' tais que
DzeWep® =7y

II) G(z,p(x)) =0,Yz € W.
Prova. Em Elon (2004). O

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema da Funcao Implicita, e ga-
rante a existéncia de uma curva diferencidvel em uma superficie formada por H;(z) = 0, Vi €
{1,2,...,m}. Usaremos esse resultado mais a frente quando definimos plano tangente e prova-

mos o Teorema de KKT.
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Corolario 10. Sejam H : R™ — R™, os vetores T e d pertencentes ao R™ e o conjunto de indices
da fungdo H sendo v = {1,2,...,m} com m < n, tais que H,(Z) = 0 e VH;(Z)Td = 0, para
todo i € v. Suponha que os gradientes VH;(T), i € v, sejam Linearmente Independentes. Entao,
existe uma curva diferencidvel ¢ @ (—e€,€) — R™ tal que H,(p(t)) = 0, para todo t € (—e,e€),
p(0) =7 e '(0) = d.

Prova. Consideramos T = (T1,Z2,...,Tn—m,---,Zn). Temos que a matriz
OH\(z) OHx(x)  OHn(Z)
ox ox o0xy
OH\(z) 0Hy(7)  OHu(®)
M = (VH\(%)---VH, (@) = 0xo 0xo Oxa € R,
OH\(7) OHy(¥) | O0Hu()
oz, o, Oy,

tém posto m, pois todos esses vetores gradientes sao Linearmente Independentes.
Pelo Teorema do nticleo e imagem, a dimensido do nticleo de M7 é igual a
dim (Nuc (MT)) =n —m.

Entao, podemos afirmar que existe uma matriz Z € R?"*(n—m) cujas colunas geram o nucleo da

matriz M7, Aplicando o complementar na igualdade Nuc (MT1)+ = I'm (M), obtemos

(Nuc (MT)H)+ = Im (M)* = Nuc (MT) = Im (M)* CR",

logo pelo teorema da soma direta, temos da equacao anterior que
R" = Nuc (MT) @ Nuc (MT)* = Nuc (MT) @ Im (M).

Portanto, a matriz (M Z),xn gera o R™, j& que dim (Im (M)) = m e dim (Z) = n—m =
dim (Nuc (MT)).

Como (M Z) gera o R™, entao ela tem colunas LI e, portanto, é inversivel. Definimos a

seguinte funcao auxiliar, G : R"*! — R™ dada por

AN H,(z) B : n
G(t)(ZT(x—x—td)> ‘ € R

H,,(x)
ZT(x — (T + td))

VHl(CL‘)
Como oG (= = : = (MZ) é inversivel e G T = 0, o Teorema 9
Oz \t VH,(x) 0
ZT

(Teorema da Fungao Implicita) garante a existéncia de uma curva diferencidvel ¢ : (—¢,e) — R"
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t
tal que G (@i )> = 0, para todo t € (—e¢,€). Assim,
H(p(t) =0 e ZT(p(t) — 7 — td) = 0.

Segue do Teorema da Fun¢ao Implicita que ¢(0) = Z. Derivando a equagao H,(¢(t)) =

0 em t = 0, obtemos

OM\(@) dpu(0) , OFN(@)  dea(0) , , OHL(@) | dea(0)

oflils) deo) oMLt dus(o) o) den(o) VH@)e(0)
2(Z »1 2(Z ©2 2(T Pn —\
0x1 * dt + O0xa * dt + + Ooxy, * dt — VH2(%)S0 (0) —
OHp,(Z) dp1(0)  OHn,(T) dea(0) OHp,(Z)  dpn(0) VH,,(z)'(0)
ox1 * dt + 0x9 * dt + + oxy, * dt
MT % ¢'(0) = 0.

Dividindo a segunda equacdo Z7(p(t) — T —td) = 0 por t # 0 e tomando o limite

pt) _»(0) tdy _ p _ 06
(T - ?) = Z"(¢'(0) —d) = 0. Como por hipdtese
M7d =0, igualando as duas tltimas equacoes, obtemos

MT MT
(ZT) (0) = (ZT) d,

donde segue que ¢'(0) = d, completando a prova. O

quando t — 0, vamos ter lim;_,o Z7

Desenvolvido pelo Matematico franco-italiano Joseph Louis Lagrange, o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange permite transformar um problema de otimizacao com restrigoes de
igualdades em um problema da otimizacao irrestrita, essa modificagao é realizada pela insercao

dos multiplicadores de Lagrange.

A partir desse teorema, um problema com n varidveis e m restricoes de igualdades
pode ser transformado em um problema irrestrito com n+m varidveis (MARCHAND, 2016). O
Teorema de KKT procura unir tanto a otimizacao irrestrita ao procurar por minimos locais no
interior de () quanto a otimizacao com restrigoes de igualdades ao buscar também por minimos
locais na fronteira desse conjunto, isto é, onde as restricoes de igualdades sao satisfeitas. Neste
contexto, podemos dizer que KKT foi desenvolvido usando o Teorema dos Multiplicadores La-
grange como base, uma vez que ambos compartilham algumas propriedades, dentre elas, como

veremos adiante, a mesma condicao de regularidade.

Com os resultados apresentados até este momento podemos provar o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange para o caso geral com m restricoes de igualdades. A demonstracao
apresentada aqui foi retirada de William (2013), onde para simplificar notacao, a condicao de

regularidade no Teorema 11 foi tomada considerando as m primeiras variaveis.

Teorema 11 (Multiplicadores de Lagrange - m restrigdes). Sejam f,g: D C R™ — R func¢ées

diferencidveis de classe C*. Suponha que n > m. Se x° € ponto de extremo local de f sujeito as
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restrigoes gi1(x) =0, gao(x) =0, g3(x) =0, ..., gm(x) =0, mais a condi¢ao de regularidade
dgi(z°)  9gi(2?)
o0xy 0T,
: . © | #0. (2)
Ogm (2°) o Ogm (x°)
0z O0xm
Entdo existem as constantes reais \i, Ao, + -+, A\ tais que para 1 <i <n,
Of («° g1 (x° g (x° 0 0
60 L 0n@) 0w ) "
ox; ox; ox; 0x;
Prova. Denotamos u = (Ty1, Tma2, -+ ,Tn) € u’ = (xgz+1v739n+27 oY),

De (2), o Teorema 9 afirma que existem fungoes com derivadas continuas @g(u), 1 <

¢ < m, definidas numa vizinhanca W C R™™™ do ponto u", de tal modo que
(p1(u), p2(u),...,om(u),u) € D,V ueW,

(‘pl(uo)a (p2(u0>7 s 790m(u0)7 u[)) = x()’ (4)

ge(o1(u), o2(u), ...y om(u),u) =0, u e W,1 <l <m. (5)

Novamente de (2), temos o sistema

9g1(z°)  0g1(«°)  9g1(2°)
ox1 0z 0rp, A fCB (mO)
Ig(a)  9ga(a®)  9ga@®) | | b )
(9.%'1 8:62 a33771 .2 = 2 . (6)
agm(wo) 8gm(-750) o agm(xo) Am fam («770)
0x1 0xa 0xm
que possui solucao unica. Isso implica em
af(zY) 9g1(z) dga () Ogm (2°) B
&%i B )\1 (9.1‘1 B )\2 8.7}1 T )\m 8.7}1 =0

para todo 1 < i < m. Agora se m+ 1 < i < n, derivamos (5) seguindo a regra da cadeia e

utilizando (4) obtemos

=0, 1<l<m. (7)

9g0(2°) | = 9ge(a®) Dp;(a°)
ox; +Z ox; Oz

Se 2V é um ponto de extremo local de f restrita aos pontos de gi(z) = 0, g2(z) = 0,

0

..., gm(x) = 0, entao u’ é um ponto de extremo local irrestrito de

f(sol(u% 902(u)7 SR Spm(u)v u)
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Assim, temos que

0f(z°)

m

0f(2°) dp; (%) _

3

8951-

81'3‘

6901-

(8)

Das tltimas equagoes (7) e (8), vamos ter a seguinte matriz com o seu determinante

igual a zero

af(2°)  9f(z°) af («°)
a’Ei (9331 8$m
dg1(z°)  dgi(z") g1 (z°)
aqm(xo) 8gm(x0) 89m(x0)
ox; 0x1 0Tm
Portanto, existem constantes reais cg, c1, ¢2, ¢3,..., ¢m, nem todas iguais a zero, tais
que
af(z%)  9g1(x?) Ogm ()
6901- 83:1 Bx, Co 0
af(2°)  dgi(x°) Agim(2°)
c1 0
81‘1 &rl 87)1 = . (9)
of(z%)  9g1(x°) 0gm () Cm 0
0T, Oz, 0T,
Se ¢g = 0, entao
8gl(x0) 891 (xo) 891 (xo)
8.731 83:2 al’m C1
dg2(2”)  Dga(?) g2 (°) .
81‘1 8$2 8xm 2 = . R
99m (2%)  Ogm(2°) 0gm (2°) Cm 0
ox1 Oxo 0z,
e (2) implica que ¢; = ¢cg = ¢3 = -+ = ¢, = 0. Portanto, podemos supor que ¢g = 1 em uma
solugao nao trivial de (9). Assim, obtemos
af(z%)  9g1(x) Ogm (z°)
of(z)  9g1(x®) 0gm () .
o1 o1 o1 AN (10)
af(z%)  9g1(x®) 0gm () Cm 0
O0Tm 0xrm O0xTm
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que implica em

dg1(z%)  Og1(x0) O (x0)
0z 0xo 0T, —C1 fm (x())
0ga(%)  9ga(x®) Ig(a®) | | __ Fon (1)
Oxq 0xa Orm . ? = - . )
Ogm(z°) Igm(®)  Ogm(z°) | \~cm Fam (2°)
o0xy 0xa 0xm
E como (6) tém apenas uma solugao, isso significa que ¢; = —\;, 1 < j < m, entao de
(10) teremos
af(z%)  9g1(x) o Ogm (2°)
o0x; ox; o0x; 1
of(z%)  0g1(x?) Ogm (x°) )
axl a$1 83:1 ) ! =
of(z%)  9g1(x?) o g (x°) —Am 0
0L, Oxm, 0T,

Calculando a multiplicacdo na primeira linha nesta tultima igualdade obtemos (3), o

que completa a prova. O

3 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Nesta se¢ao temos interesse no problema de otimizagao com restrigoes gerais de igual-
dades e desigualdades dado na forma
minimizar x
sujeito a  x €
com Q@ ={z € R"|h(x) =0eg(x) <0} talque f: QCR" 5> R, g:R*" > RP e h:R" - R™
sdo funcoes de classe C'. As principais referéncias utilizadas nesta secio foram Luenberger
(2008), Martinez (2006) e Ribeiro e Karas (2013).

Durante esta segao, quando nos referirmos as fungoes f, h e g, estaremos supondo que

sejam definidas como no problema (11).

Definigao 12 (Restricoes ativas e inativas). Uma restricao de desigualdade é denominada ativa

se gi(z) = 0 e inativa se g;(x) < 0, para todo i € {1,2,...,p}.

Formalizamos agora a definicdo da condicao de qualificacdo de Independéncia Linear
(LICQ). Esta condigao é muito utilizada, e dentre os motivos que podem explicar esta fama estao
o fato de que pode ser facilmente enunciada e verificada, e também, por ser utilizada na andlise
de diversos algoritmos praticos como, por exemplo, o algoritmo de Lagrangeano aumentado

apresentado em Martinez (2006).
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Defini¢ao 13. (Condigao de Qualificagao de Independéncia Linear - LICQ) Um ponto T €
¢ um ponto regular (LICQ) das restrigdes h(z) = 0 e g(z) < 0, se os vetores Vh;(Z) para i €
{1,2,...,m} e Vg;(T) para j € J(Z) sao Linearmente Independentes, onde J(Z) = {j | 9;(%) =

0} é o conjunto das restri¢oes ativas de g em .

Notemos que, quando esta condicao de regularidade (ou qualificacao) LICQ é satisfeita,

nenhum dos gradientes das restricoes ativas podem ser nulo.

Vamos considerar agora uma hiperficie S = {x € R" | h;(z) =0, Vi € {1,2,...,m}},
ela serd dita suave quando todo h;(z) for de classe C'. Seja T um ponto pertencente a essa
hiperficie suave, podemos considerar um plano 7' passando por ele e tangenciando S. Na Figura
1 podemos observar essa situacao em trés dimensoes. Formalizamos o conceito de plano T
tangente a S no ponto T, definindo curvas nessa superficie. Uma curva em uma superficie é
uma familia de pontos ¢(t) C S continuamente parametrizada por ¢t € (—4,0). Essa curva é

dip(t) d*o(t)
dt

dizer que ¢(t) passe por T quando t = 0, com —¢ < t < 0. Logo, a derivada da curva em T

existir. Vamos

diferencidvel se ¢'(t) = existir, e duas vezes diferencidvel se ¢ (t) =

é ¢'(0). Tome agora todas as curvas diferencidveis em S passando pelo ponto T, a existéncia

dessas curvas é garantida pelo Teorema 9.

Definigao 14 (Plano tangente). Definimos o plano 7" tangente a S no ponto T como a colegao

das derivadas neste ponto, de todas as curvas diferencidveis passando por este ponto.

Figura 1: Plano tangente no espaco R3

Plano tangente

Fonte: Autor (2022)

Notemos que T' é um subespago do R™. Procuramos agora expressar o plano tangente
com as derivadas das fungoes h; =0, Vi € {1,2,...,m} no ponto Z. Introduzindo o subespago
M = {y € R"|Vh(z)Ty = 0}, vamos investigar as condigdes em que M ¢é igual ao plano tangente

T, e a peca chave para essa igualdade ¢é a regularidade de 7.

Teorema 15. Em um ponto reqular T da superficie S definida por h(z) =0, o plano tangente
T € igual ao conjunto M = {y € R™ | Vh(j)Ty =0}.
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Prova. Devemos mostrar a principio que T' C M e M C T. Dada uma curva diferenciavel
qualquer ¢(t) C S, com p(0) =T e ¢'(0) € T. Independente de T ser regular ou nao, como
Vh(T) é vetor normal ao plano tangente (Teorema 6), entdo VA(Z)T¢/(0) = 0 e /(0) € M, ou
seja, T'C M.

Através do Corolario 10, consideramos os vetores T e d € R” com Vh;(Z)'d =0, Vi €
{1,2,...,m} sendo que todo Vh;(Z) é LI, ou seja, d € M e T é um ponto regular, entao vamos
ter que ©(0) =T e ¢’'(0) = d, isto é, d vai ser um vetor tangente a alguma curva diferencidvel
©(t) passando por T em t = 0, indicando que pertence a T'. Assim, M C T e, portanto, T = M,

provando o teorema.

O]

E importante observar que a condicdao de ¥ ser um ponto regular nao é uma condigao
na prépria superficie dada pelas restricoes, mas sobre os vetores gradientes de sua representacao
em termos de h(z). A formagao do plano tangente T nao depende de T ser regular ou nao,
apenas da derivada das curvas diferencidveis na superficie que passam por aquele ponto, ja M

é formado a partir dos gradientes de h(Z), dependendo do ponto ser regular para ser igual a 7.

O préximo exemplo retirado de Luenberger (2008) mostra que a relagdo entre M e T
pode nao ser de igualdade. Particularmente neste exemplo, escrevemos os vetores em linha para

simplificar a notagao.

Exemplo 1. Considere a fun¢io v(z,y) = x e a superficie S = {(z,y) € R?|y(x,y) = 0} =
{(0,3) € R?}. Como S é o eixo das ordenadas no plano cartesiano, o plano tangente 1" coincide
com essa superficie em qualquer ponto, isto é, T' = R. Agora vamos calcular o conjunto M.
Como Vv(z,y) = (1,0) # (0,0), considere k = (k1, k2) € R? tal que k € M, entdo Vy(z,y)k! =
1%k +0xky=0. Assim, k1 =0 e ky € R, ou seja, M = R. Logo, o plano tangente T =R = M

2 a superficie S continua sendo

em qualquer ponto. No entanto, se considerarmos y(z,y) = =
a mesma, mas Vvy(x,y) = (2z,0) e Vv(0,0)k” = 0 implica em k; e ks poderem ser quaisquer
reais, ou seja, T'# M = R? no ponto (0,0) € M. Claramente o ponto (0,0) ndo é regular, ndo

contrariando o Teorema 15.

Defini¢ao 16. Uma direcdo d € R" é denominada tangente ao conjunto 2 C R"™ a partir de

T € 2 quando é nula ou existe uma sequéncia de pontos vidveis (a:k) CcQtal que zF - T e

k —

¢ — T d
_ - (12)
|k —z[| ||d||

O proximo lema garante que na hipdtese de existéncia de uma curva diferencidvel,

podemos obter uma convergéncia do tipo (12), mas, ainda, nao é diregao tangente.

Lema 17. Seja ¢ : (—e€,€) — R™ uma curva diferencidvel tal que ¢(0) =T e ¢'(0) = d. Entdo

existe uma sequéncia (z¥) tal que 2% — T e

k-7 d

T T H N
l* = [|d]]
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Prova. Temos que
L= = lim T = ¢/ (0) =d # 0.

Logo, ¢(t) # T para todo t # 0 suficientemente pequeno. Tomamos uma sequéncia (tx) C Ry,

com t;, — 0 e definimos para todo k € N, z¥ = ¢(t},). Assim, 2% — T e
- -zt d
o oz
% — 7] te z® ==l |dl
completando a prova. O

Como consequéncia deste lema, esta direcao d nao é de descida.

Lema 18. Seja ¢ : (—€,€) — R™ uma curva diferencidvel tal que (0) =T e ¢'(0) = d. Sejam Q
e f do Problema (11). Suponha 2° € Q um minimizador local da f em Q. Entdo V f(z°)Td > 0.

Prova. Pelo Lema 17, 2% — 2% e
o2’ d
(B .

Por Taylor de primeira ordem, e pelo fato de 2" ser minimizador local da f, temos
0 < f(z") = f(2°) = Vf(a*)T (2" —a®) + o(||2"* —2°),

para todo k suficientemente grande. Dividindo a expressdo anterior por ||z* — 20| e aplicando
o limite, obtemos que V f(z)Td > 0.

O]

Podemos observar que, quando situamos esta curva diferenciavel ¢ no conjunto viadvel
Q de (11), este vetor d é uma diregao tangente no sentido da Defini¢ao 16, e mais, pelo Lema 18,
esta diregdo nao é de descida. Assim, temos todos os ingredientes para provar KKT sob LICQ.
Notamos que, com a hipdtese LICQ, temos o Problema (11) nas hipéteses do Lema 18, apesar

que na demonstracao de KKT iremos considerar um subconjunto de 2 para situar a curva (.

Teorema 19 (Condigoes de Karush-Kuhn-Trucker). Sejam f: Q C R* - R, g : R® — RP ¢
h:R™ — R™ fungées de classe C*, com Q = {x € R"|h(x) = 0 e g(x) < 0}. Tome 2° como
ponto de minimo local para o problema de minimizar f sujeito a x € Q, e suponha que x° é um
ponto regqular para as restri¢oes (LICQ)). Entdao, existem vetores A € R™ e u € RP com p > 0
tais que

VF®) + MXVh(®) + ptVg(z®) =0 (13)

pg(z") = 0. (14)

Prova. Primeiramente, notamos que p > 0 e g(2°) < 0, deixa (14) equivalente a afirmacio de
que uma componente de p vai ser diferente de zero somente se a restricdo correspondente for
ativa. Essa é a chamada condicio de complementariedade, se afirmado que g;(z%) < 0 temos

que u; = 0 e se p; > 0 vamos ter g;(z) =0, com i € {1,2,...,p}.
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06 um ponto de minimo local sobre o conjunto das restricoes €2, entdo também

0

Como x
0 é sobre o subconjunto de 2, definindo as restricbes ativas como zero. Assim, como z° é
regular, pelo Teorema 11 para o problema com restri¢goes de igualdade resultante definido em
uma vizinhanca de 2, existem multiplicadores de Lagrange A € R™ e u € RP satisfazendo
(13). Se g;(z°) < 0, necessariamente p; = 0 para nio atrapalhar a validade de (13). Como

consequéncia, (14) também vale.

Resta mostrar que o multiplicador p satisfaz u; > 0, Vi € {1,2,...,p}. Suponhamos
por absurdo que exista uma coordenada j; < 0 de u para algum k € J(2°), sendo J(2°) o

conjunto de todas as restrigoes ativas de g em 2. Considere a superficie S = {x € R" | h(x) =

0

0egj(x)=0,VjeJ—{k}} definida por todas as restri¢es ativas em x", exceto por gi(z) = 0.

0

Notamos que por z° ser ponto regular das restrigdes, temos que o conjunto definido

por V = {Vh;(z°) para todo i € {1,...,m} e Vg;(2°) para j #k, j=1,...,p} é Linearmente

Independentes, ou seja, Vgi(2”) ndo é combinacio linear dos vetores de V.

Logo, pelo Teorema 15 o plano tangente a S no ponto z° é dado por

M ={y eR"|Vy=0}. (15)

De (15), existe d € M tal que
Vi (z°)7Td < 0. (16)

De V ser Linearmente Independente e pelo Corolario 10, existe uma curva diferencidvel ¢(t) C S
para t € (—6,5), com ¢(0) = 2° e ¢/(0) = d. Como 2" é um ponto de minimo local, segue do

Lema 18 que d nao é direcao de descida, ou seja,

Vi@)Td>o. (17)

Mas, de (13), se multiplicarmos em ambos os lados da igualdade por d vamos ter

p
Vi a")Td+ ATVR(a)d + 1 Var(2®)Td+ D miVgi(a®)Td = 0. (18)
i=1,i#k

De (16) Vgr(2°)Td < 0, e pela hipétese de absurdo py < 0, logo, temos que Vf(2%)Td < 0,
o que contradiz (17). Logo, ndo existe k € J(2") tal que px < 0. Portanto, p; > 0, Vi €
{1,2,...,p}. O

Observagao 1. Podemos dizer que um ponto de extremo local ¥ vai satisfazer as seguintes

condigoes para se enquadrar no caso de KKT quando
(0) Vf(z°) + NTVR(0) + uTVg(a") = 0, (i1) p"g(a®) =0,
(i) g(2°) <0, (iv) h(2®) =0,  (v) u>0.

A condicio de complementariedade p?g(z®) = 0, também pode ser vista como
1igi(z°) =0,V i e {1,2,...,p}.
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Exemplo 2. Minimizar a funcao f(x,y) = zy sujeita a restricdo de desigualdade g(x,y) =
2 +y? <4

Primeiramente escrevemos a funcao lagrangena I(x,y, ) = xy + pu(x? + y? — 4) e suas
derivadas parciais. Em seguida, precisamos identificar as condicGes necessédrias que cada ponto

encontrado deve satisfazer.

(1) %:y—i—%cu:(); (ii)gé =z + 2yp = 0; (i74) gi_x2+y2—4_o.

Da condi¢do de complementariedade, pg(z,y) = 0 (iv), temos que a restricdo vai
estar inativa se u = 0 e ativa se 2> + 4> —4 =0 (v). Também devemos verificar se yu > 0.
Nio devemos esquecer que no ponto estacionério 20, deve valer g(z) <0 (vi). Assim, temos
seis condigbes que o ponto estacionario deve satisfazer antes de verificarmos se ele é um ponto
extremo. Vamos comegar pela restrigao inativa. Como p = 0, obtemos de (i) que = = 0 e de ()
que y = 0. Logo, o primeiro ponto critico é plT = (0,0). Partindo agora para a restrigao ativa,
de (i) obtemos pu = ;—x Substituindo o valor de i em (i), teremos a equacao > —y* = 0 (vii).
Ap6s resolver o sistema formado por (i) e (vii), determinamos os seguintes pontos criticos com
seus respectivos multiplicadores.

7

7=

1

5 (ﬂ,\/ﬁ)comu:—%<0
pgz(\@,—ﬂ) Com;z:%>0
4T (—\/i,\/?)comu:%>0
=
5

Podemos notar que apenas os pontos pi1, p3, p4 satisfazem todas as condigoes iniciais
dadas na Observacio 1. Como g(z,y) = 22 + y> = 4 é um circulo e os pontos em seu interior
também pertencem ao conjunto viavel €2, e esse conjunto também é limitado, segue que €2 é
compacto. Pelo Teorema 4, f possui pelo menos um ponto de minimo em €. Sobre o ponto
p1 que estd na restricao inativa, podemos usar as condicoes de otimalidade para problemas

irrestritos para verificar se ele pode ser um candidato a extremo local ou um ponto de sela.
Como a matriz V2 f(p)? = ) 0) tem autovalores —1 e 1, logo, p1 é um ponto de sela. Como

f(p3) = =2 e f(ps) = —2, concluimos que ps3 e py s@o os pontos de minimo global de f restrita

aos pontos de €.

Na Figura 2 estdo, respectivamente, os gréaficos do exemplo em uma visdo no R? e no

R? com as curvas de nivel tangenciando o conjunto vidvel onde f tem valor de minimo —2.
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Figura 2: Gréfico das superficies e curvas de niveis do Exemplo 2

Fonte: Autor (2022)

Finalmente, mostramos um exemplo de quando valem as condigoes do Teorema de

KKT, mas a Condicao de Qualificagdo de Independéncia Linear (LICQ) nao é satisfeita.
Exemplo 3. Considere o problema

minimizar flz,y) ==z
sujeito a gi(z,y) =22 +3x -y <0
g2(z,y) = 2° +y* + 22+ 2y <0
g3(z,y) = -2 <0

O ponto p = (0,0) € Q é o tinico ponto que pertence as trés restricdes, mais especifi-
camente, quando elas sdo ativas e satisfaz as condi¢oes de KKT para ser o minimo local de f.
No entanto, os vetores gradiente Vg;(0,0) = (3 —1)7, Vg2(0,0) = (2 2)T e Vg3(0,0) = (-1 0)7
sdo Linearmente Dependentes, ou seja, p ndo é um ponto regular para as restricbes. Observe
que a equacao Vf(0,0) = —AVg1(0,0) — uVg2(0,0) — OV g3(0,0) implica no sistema

—BA-2u+60=1
A=2u=0

em que A = 2u e 8 = 14 8u. Logo, existem infinitas combinagoes com multiplicadores de

Lagrange positivos que satisfazem as equagoes anteriores.

Conclusoes

Apesar de que a demonstragao das condigoes de KKT sob a qualificacdo de inde-
pendéncia linear dos gradientes das restricoes esteja consagrada na literatura, neste trabalho
provamos KKT diferenciando pontualmente das provas usuais, utilizando resultados que herdam
propriedades de um vetor tangente dado pelo Teorema da Fungao Implicita. Como complemento,

estudamos a relagao que KKT tem com o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
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